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PREDMLUVA

vii

Predmluva

V z4i roku 2010 byla MSMT schvalena podpora projektu CZ.1.07/2.2.00/15.0031 s na-
zvem Rozvoj matematickych dovednosti studentit UJEP v ramci Operacniho programu
Vzdélavani pro konkurenceschopnost. V listopadu 2010 se tento projekt rozb€hl a od
ledna 2011 kolektiv autord pracoval na kliCovych aktivitich projektu. Jeden z vystupid
tohoto projektu nyni mate pred sebou.

Ucebnice je urCena predev§im studentim prezencni a kombinované formy stu-
dia v studijnich programech Ekonomika a management a také Hospodarskd politika
a sprava na Fakulté socialné¢ ekonomické UJEP. Véfime vsak, Ze bude vitanym pri-
vodcem matematikou i pro ostatni studenty UJEP, resp. Ze po ni rddi sdhnou i ostatni
zdjemci o matematiku.

V posledni dobé jsme svédky klesajici urovné matematickych znalosti a doved-
nosti. Knihu jsme proto psali s védomim, Ze studentdm chybi nékteré zdkladn{ znalosti
potiebné ke studiu tzv. vy$si matematiky. Z tohoto divodu jsou v ulebnici zafazeny
i kapitoly s u¢ivem, které by studentim mélo byt zndmo ze stfedni Skoly. Nasi snahou
bylo vytvorit kompaktni text, ktery umoZni zacelit mezery v matematice vzniklé pii
studiu na niZ§ich typech Skol.

Mnoho u€ebnic matematiky je psdno strohym odbornym jazykem, ktery v neza-
svécenych osobédch vytvafi pocit neschopnosti porozumét danému textu. Zpisob, kte-
rym je psana tato ucebnice, odrazi nase usili vytvofit knihu, kterd bude ctivd a sro-
zumitelnd studentim ekonomie. Autofi jsou si védomi, Ze text je urCen ¢tenafiim, pro
které neni matematika cilem, ale pouze prostfedkem k pochopeni l4tky ze svého odbor-
ného zaméfeni. V knize jsme se proto zdmérné nedrzeli formdlniho stylu vykladu ve
tvaru definice - véta - dikaz. Ve vétSin€ piipadi predchazi vysloveni definice daného
pojmu tvodni pasaz, kterd ¢tenafe postupné uvede do prislusné problematiky. Po zave-
deni pojmu je tento v dal$im textu zkoumdn a zjiSténa pozorovani jsou zformulovana do
vét. Véty jsou vétSinou vysloveny bez potiebnych diikazili, pouze na nékolika mistech
jsou uvedeny nékteré dilezité dikazy vét, aby studenti ziskali hrubou pfedstavu o ko-
rektnim piistupu k matematickému textu. Vyslovené véty jsou potom procviceny ve
vzorove vyfesenych ulohdch, ze kterych by mél ¢tendr ziskat cit pro pouZiti probirané
latky v tdlohdch ze svého odborného zaméfeni.

Inspiraci k pfikladiim uvedenym v této ucebnici jsme Cerpali ze svych osobnich
zkuSenosti s dlouholetou vyukou matematiky na ekonomické fakulté a také z mnohych
ucebnic uvedenych v seznamu literatury. PrestoZe u¢ebnice obsahuje fadu feSenych pri-
kladi, jejich mnoZstvi by patrné€ nedostacovalo ke kvalitn{ pfipravé na zkousku z ma-
tematickych predméti. K procviceni techniky vypoctu je proto vhodné pouZzivat dalsi
sbirky feSenych tdloh, napr. [17], [18], [22].

Prvni kapitola je vénovéana opakovéani elementdrnich pojmd teorie mnoZzin a vyro-
kové logice. Tento Gvod obsahuje nezbytny aparat, ktery v dals{ Casti ucebnice neustale
pouzivame. Nésledujici dvé kapitoly se vénuji kombinatorice a na ni navazujici teo-
rii pravdépodobnosti. Nasledujici rozs4hla kapitola se zabyva linedrn{ algebrou. Latka
z této Casti ucebnice predstavuje vyznamnou ¢ast uciva poZadovaného u zkousky z ma-
tematickych predmétt. Patd kapitola opét pfindsi opakovani latky, kterd by studentim
méla byt zndma ze stfedni $koly. Pfedstavuje vSak odrazovy mustek k nasledujicim ka-
pitoldm, proto je jeji rozsah ponékud obsahlejsi. Sestd aZ osmd kapitola jsou vénovany
tzv. diferencidlnimu poctu funkci jedné proménné. Hlavn{ tlohou téchto kapitol je za-
vedeni pojmu derivace funkce a aplikace tohoto pojmu pfi feSenim nejriznéjsich dloh.
Nasledujici dvé kapitoly predstavuji ivod do integrdlniho poctu funkci jedné proménné.
Tyto kapitoly popisuji matematickou operaci, ktera je do jisté miry opacnd k derivaci.
I zde se Ctendr sezndmi s fadou aplikacnich uloh vyuzivajici ke svému feSeni integralni
pocet. Jedendctd kapitola pfedstavuje rozsifeni teorie funkci jedné proménné na funkce
vice proménnych. Zbyvajici tfi kapitoly predstavuji ivod do aplikované matematiky s
velkym dopadem v ekonomii. Za teorie probirané v téchto tfech kapitolach byly udéleny
Nobelovy ceny za ekonomii.

Vydani knihy by bylo nemyslitelné bez finan¢ni podpory z Opera¢niho programu
Vzdélavani pro konkurenceschopnost. Stejné tak se na vydan{ knihy podilela fada dal-
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Sich osob. Na tomto mist¢ bychom radi podékovali obéma recenzentim za peclivé
procteni textu, za poskytnuti odbornych rad a upozornéni na piipadné nedostatky v textu.
Jejich pripominky vedly k vyznamnému zlepSeni ucebnice. Velky dik patfi také korek-
torkdm Anné Skalské a Jané Ivanové, které trpélivé kontrolovaly jazykovou troven
ucebnice. VSechny nedostatky, které pres veskerou snahu v ucebnici zistaly, vSak jdou
na vrub autorim jednotlivych kapitol ucebnice. V neposledni fadé je nutno podéko-
vat (byvalym i sou¢asnym) studentkdm FSE UJEP Adéle Holasové, Veronice Kalinové
a Adéle Lustykové za peclivé zkoumdni srozumitelnosti textu z pohledu studenti a také
za poskytnuti ndméta, které pomohly zlesit troven ucebnice. Technickou podporu pfi
vyddn{ knihy poskytoval Petr Rys, ktery je také autorem vétSiny obrdzkd v ucebnici.
Projektu se v omezené mife jako spoluautofi zicastnili i Jana GabCanovd, Tom4s Ne-
povolny a Jifi Uhman. Organizaéni stranku tvorby ucebnice zajist ovaly Lenka Hiebej-
kové a Iva Jirdnkova. VSem uvedenym osobam patii velké podékovani za pomoc pii
tvorbé ucebnice.
Usti nad Labem 2013
Ondrej Moc
Jana Simsovd
Marta Zambochovd



Kapitola 1

Logika a teorie mnozin

Tato kapitola bude pojednédvat o dvou zdkladnich disciplindch matematiky.

Jednou z nich je logika, coZ je véda, kterd se zabyva usuzovanim, pravdivosti,
dokazatelnosti a vyvratitelnosti. Pfitom vSem jde v logice pouze o formu sdéleni, ne-
zajima nds, co konkrétné je sdélovano, stejné jako nds nezajimaji rizné psychologické
interpretace a podobné véci.

Potitky logiky jsou spojené s antickym Reckem, predeviim feckym filosofem
ARISTOTELEM (384-322 pied n. let.). Vyvoj probihal i v pribéhu stfedovéku, kde
miZeme piipomenout napiiklad WILLIAMA OCCAMA (1288-1348), ktery na pocatku
14. stoleti formuloval mimo jiné princip Occamovy bfitvy, ktery je hojné vyuZivéan
dodnes. Z novéjsi doby mizeme napiiklad zminit jméno GOTTFRIED WILHELM LEIB-
NIZ (1646-1716), GEORGE BOOLE (1815-1864) (pfedevsim znamy diky tzv. Booleové
algebre), ¢ci GOTTLOB FREGE (1848-1925) (zavedl symbolické zdpisy logickych vy-
vodi), ale i mnoho dalSich.

Vyrokova logika je soucasti logiky, coz je formdlni véda zkoumajici objektivni,

/////

Vv, X2

spravné postupovat pfi odvozovani slozitéjSich tvrzeni z tvrzeni jednodussich. Na vy-
rokovou logiku tzce navazuje predikatova logika. Oboji je spojeno v matematickou
logiku jako matematickou disciplinu, kterd je spolecné s teorii mnoZin zdkladem ostat-
nich matematickych oblasti. Logika je ovSem tzce spjata i s jinymi vé€dnimi obory,
predevsim filosofif a spole¢né s ni pronika naptiklad do prédva, coZ je ob last na prvni
pohled nesouvisejici s matematikou.

Druhou ¢4sti je oblast zabyvajici se mnozinami. Jeji zdklady se datuji do poloviny
19. stoleti. Jeji pocatky jsou spojeny s Ceskym matematikem a filosofem BERNARDEM
BOLZANEM (1781-1848).V druhé poloving 19. stoleti ovlivnil vyvoj teorie mnoZin né-
mecky matematik a logik GEORG CANTOR (1845-1918). Na pfelomu 19. a 20. stoleti
nastal bouflivy rozvoj této discipliny, spojeny napiiklad se jmény BERTRAND ARTHUR
WILIAM RUSSELL (1872-1970), ERNST ZERMELO (1871-1953). Vyvoj v oblasti teo-
rie mnoZin je stile aktivni, predev§im v podob¢ tzv. axiomatickych teorii.

1.1 Logika

V nésledujici ¢asti kapitoly struéné€ shrneme piehled zdkladnich informaci prevazné
z vyrokové logiky, ale zminime se i o zdkladech logiky predikatové. Hlavni diraz bu-
deme klast na ziskan{ znalosti potfebnych v jinych kapitolach této ucebnice.

Nejprve si vysvétleme dva zdkladni dhly pohledu na spravnost, ¢i chybnost riz-
nych posloupnosti znakli. Oba tyto uihly pohledu vyuzivame nejen v logice, ale i v ji-
nych oblastech, jako je napfiklad jazykovéda, ¢i informatika.

Definice 1.1.1. Syntaxe

Syntaxe (jazyk, skladba) urCuje pravidla pro zdpis forméalniho jazyka. Popisuje vy-
znam znak a jejich seskupeni. Zabyva se spravnym tvorenim posloupnosti jednot-
livych znaku a popisuje skladebni vztahy.
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KAPITOLA 1. LOGIKA A TEORIE MNOZIN

Priklad 1.1

Definice 1.1.2. Sémantika
Sémantika (obsah) se zabyva vyznamem jednotlivych znaki a jejich seskupent.

vvvvvv

jazyku (at’ uz matetskému, ¢i cizimu). Pti pouzivani jazyka si vZdy musime dét pozor
na spravnost jednak z hlediska gramatiky a spravné vétné skladby (tj. syntaxe), ale
i z hlediska obsahového (tj. sémantiky).

Tak napriklad véta ,,Stole na vazy dvé leZely“ je zcela jisté€ chybnd z hlediska vétné
skladby. Ve vété ,,Na Stole leSeli dvje vazi se vyskytuje velké mnoZstvi gramatickych
chyb. Obé tyto véty jsou chybné z hlediska syntaxe.

Narozdil od téchto dvou vét je véta ,,Na stole leZely dvé vazy* syntakticky spravné.
V syntaxi nema chybu ani véta ,,Vzhiiru ze stolu padal sypky olej“. OvSem asi kazdy
se zarazi nad obsahem druhé véty. Tato véta je sice spravna ze syntaktického hlediska,
ale z pohledu sémantiky je chybna.

Syntakticky i sémanticky pohled musime uZivat nejen pfi uZivani jazyka, ale i ve
vyrokové logice, jakoZ i v jinych oblastech matematiky.

Vrat'me se ale k zdkladdm vyrokové logiky a vysvétleme si n€kolik pojmti, bez
jejichz znalosti se neobejdeme. Zakladnim pojmem vyrokové logiky je pochopitelné
vyrok.

Definice 1.1.3. Vyrok
Vyrok je kazda oznamovaci véta (sdéleni), u niZ md smysl tvrdit, jestli je pravdiva,
nebo nepravdiva.

Prikladem vyroki jsou nasledujici véty.
e , Peif je leh¢i neZ olovo.*
e , Trava mdZe mit riZovou barvu.
e _ Dva krét tfi je Sest.”
e . Osm plus Ctyfi je deset.”
Na rozdil od toho nésledujici véty vyroky nejsou.
o Ulet'!”
e , Mas mé rad?“
o ,.Clovék vazi méné nez 100 kg.«
° ,,éfSlO X je sudé.*

Prvni dvé véty nejsou oznamovaci a u druhych dvou vét nejsme schopni rozhodnout,
zda je tvrzeni pravdivé, ¢i nikoliv. Jisté existuje Clovek, ktery vazi méné nez 100 kg,
ale existuji i lidé s vySsi hmotnosti. Stejné tak existuji jak cisla sudd, tak lichd, a my
nevime, které konkrétn{ ¢islo mél autor véty na mysli.

1.1. Které z néasledujicich vét jsou vyroky?

a) ,,ProC jsi neptisel?* d) ,.Zvife mé Ctyfi nohy.*
b) ,.Hlavnim méstem CR je Praha.” e . «
e) ,,Zvite mizZe mit Ctyfi nohy.
c) ,,Hlavnim méstem USA je New
York.“ f) ,b+8=12%

Reseni:

a) Jednd se o vétu tdzaci. Neni splnéna podminka o oznamovaci vét€. Proto se ne-
jedné o vyrok.
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b) Jedna se o oznamovaci vétu, kterd vyjadiuje pravdivou skutecnost. Jedna se tedy
0 vyrok.

¢) Jedna se o oznamovaci vétu, kterd vyjadiuje nepravdivou skute¢nost (mtiZeme
tedy rozhodnout o pravdivosti, coZ je podminkou v definici vyroku). Jedna se
o vyrok.

d) Jedna se o oznamovaci vétu, o které nemizeme rozhodnout, zda vyjadfuje pravdi-
vou, ¢i nepravdivou skutecnost. Zndme totiZ zvitata, kterd ctyfi nohy maji i zvi-
fata, kterd Ctyfi nohy nemaji. Neni splnéna druhd podminka z definice vyroku.
Nejedna se o vyrok.

e) Jedna se o oznamovaci vétu, kterd vyjadiuje pravdivou skutec¢nost (zndme zvite
se Ctyfmi nohami). Jedna se o vyrok.

f) Jedna se o matematicky vyraz, ktery miZzeme vyjadfit oznamovaci vétou, jeZ
vyjadfuje nepravdivou skute¢nost (mtizeme tedy rozhodnout o pravdivosti, coZ je
podminkou v definici vyroku). Jednd se o vyrok.

Definice 1.1.4. Atomicky vyrok je vyrok, ktery uz dile nemtizeme délit, jednd se

Yy s

v jistém smyslu o to nejjednodussi konstatovani.

Predchozi priklady vyroki byly vSechny atomické vyroky. Atomické vyroky bu-
deme dale znacit malymi pismeny abecedy, klasicky p, q,r, ...

Obdobné, jako v ¢eském jazyce spojujeme pomoci vétnych spojek holé véty do
souvéti, mizeme pomoci atomickych vyroki a logickych spojek slozit sloZit€jsi vyrok,
kterému budeme fikat sloZzeny vyrok.

Definice 1.1.5. SloZeny vyrok je vyrok, ktery vznikne sloZenim jednotlivych vyroku
pomoci logickych spojek.

V nésledujici tabulce jsou uvedeny nékteré logické spojky.

nazev symbol vyznam
negace = neni pravda, Ze ...
konjunkce A ...asoucasné ...
disjunkce \% ...nebo ...
implikace = jestlize ..., potom ...
ekvivalence = ...pravée tehdy, kdyz ...

,Nebo“ u vyznamu disjunkce je nutno chdpat jako slucovaci nebo, nikoliv jako
vylu€ovaci nebo. Pti psani v Ceském jazyce pred sluCovacim nebo nepiSeme Carku,
kdezto pted vyluCovacim nebo Carku piSeme. SluCovaci nebo znamend, Ze nastane prvni
skutecnost, nebo druha skutecnost, nebo ob€ skuteCnosti.

V niZe uvedeném seznamu se nachézeji priklady sloZenych vyrokd.

e _Pavel tam nepdjde.*

e _Pavel tam pijde a Petr tam pijde.*

e _Pavel tam ptijde nebo tam pijde Petr.”

e Jestli tam Pavel ptijde, pdjde tam i Petr.

e Pavel tam ptijde pravé tehdy, kdyz tam ptjde Petr.
Co uvedené vyroky znamenaji?

e Vyrok ,Pavel tam neptijde je negaci vyroku ,,Pavel tam ptjde“ a znamenad in-
formaci, Ze neni pravda, Ze Pavel na urené misto ptjde.
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Priklad 1.2

Vyrok ,,Pavel tam pljde a Petr tam ptijde” je konjunkci vyroku ,,Pavel tam pu-
jde* a ,,Petr tam pdjde a znamend, Ze Pavel na urCené misto pijde a ziroven
Petr na uréené misto ptijde také, Cili na ur€ené misto pijdou oba.

Ve vyroku ,,Pavel tam pljde nebo tam pujde Petr*, ktery je diskunkci vyroka
»Pavel tam ptjde* a ,,Petr tam pdjde*, si musime dat pozor na vyznam sluova-
citho nebo. Vyrok ndm dédva informaci, Ze nastala jedna ze tif situaci. Bud’ Pavel
pijde na urené misto a zaroven tam pijde Petr, tj. pdjdou tam oba. Nebo na ur-
¢ené misto pijde jen Pavel sim a Petr tam neptjde. Posledni moZnou situaci je,
Ze tam pujde jen Petr sdm a Pavel tam neptjde.

V pripadé vyroku ,Jestli tam Pavel neptjde, Petr ziistane doma* znacici imli-
kaci obou vyrokti, je asi v§em jasna situace, co nastane, pokud tam Pavel ptjde.
V tomto pfipadé tam musi jit i Petr, a to znamend, Ze ptijdou oba. Ale co nastane
v situaci, Ze tam Pavel neptijde? O tom vyrok nemluvi, pro tento stav Zddnd pod-
minka nebyla stanovena. Proto se miZe stat cokoliv, to znamend, Ze je mozna
situace, kdy tam Petr ptjde, stejné jako situace, kdy tam Petr nepijde.

Vyrok ,,Pavel tam ptjde pravé tehdy, kdyz tam ptijde Petr* znamena ekvivalenci
vyrokd ,,Pavel tam ptjde“ a ,,Petr tam pijde* a znamena situaci, kdy na uréené
misto bud’ pdjdou oba, Pavel i Petr, nebo tam neptijde ani jeden z nich.

Ac¢ to na prvni pohled moZna nevypad4, asi nejsloZitéjsi je spravné vytvofit negaci né-
kterych vyrokd. Proto se procviceni tvorby negaci vénujeme vice.

1.2. Vytvorite negaci nasledujicich vyrokd.

a) ,,Venku je hezky.“
b) ,.Na véz vede alesponi 100 schodi.
¢) ,,Vsichni lidé umiou.*
d) ,.Nikdo tam nepijde.“
e) ,,Udélal maximalné tfi chyby.“
f) ,,Pijde tam Petr a Pavel.*
g) ,,.Dam si maso nebo zeleninu.*
h) ,Jestli véas udélam tdkoly, pijdu do kina.*
i) ,,Prestanu koufit, prestanes-li ty.*
J) »Udélam dobfe zkousku prave tehdy, pokud se budu pilné ucit.*
Resent:
a) Negace nam fikd ,Nenf pravda, Ze je venku hezky*. Jinymi slovy ,,Venku neni
hezky*“. Treti moznosti je formulace ,,Venku je osklivo*.
b) Negace druhého vyroku ve tvaru ,Neni pravda, Ze na véz vede alespon 100

schodii“ také neni obtiZznd. Bohuzel tato formulace neni ideélni, protoZe ne kazdy
tomuto vyjadfeni rozumi{ dobfe. Jak toto tvrzeni miZeme formulovat jinak, 1épe
a vystiznéji? Pfipomenme si, co to znamend ,alesponn 100 schodi®. MiZe to
byt 100 schodii, nebo 101, 102, atd. Déle si uvédomme, v jaké situaci mtizeme
o nékom Fici, Ze 1ze, pokud ndm tvrdi ,,Na v&z vede alespon 100 schodd.” Toto
miZeme Fici, pokud na v&z vede jiny pocet schodi nez 100, 101, 102, 103 atd.
Tedy naptiklad 99,98, 97 atd. Nyni uz miZeme formulovat vyslednou negaci na-
sledovné , Na véZ vede méné neZ 100 schodi“ ¢i ,,Na véZ vede maximdalné 99
schodi“. V§imnéme si, Ze se v negaci nevyskytuje zapor slova vede, ale sloveso
zde stoji ve svém zdkladnim tvaru. Tento fakt nds nesmi zaskocit. Pfi fddném
zamySleni bychom si méli uvédomit, Ze je to jediny moZny piipustny slovesny
tvar.
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V)

d)

e)

g)

h)

i)

i)

Mooy

S negacfi nasledujictho vyroku md mnoho lidi velky problém. Asi nejcastéjsi for-
mulaci této negace byva ,,Nikdo neumfe*. OvSem opét si uvédomme, co to zna-
mend ,,Neni pravda, Ze vSichni lidé umfou®. Neboli, opét se zeptejme, kdy mi-
Zeme nékoho, kdo tik4 ,,VSichni lidé umiou®, osocit, Ze 1ze? K tomu stac¢i, aby
existoval i jediny ¢lovék, ktery neumfe.

Spravnd negace tedy bude znit ,,Existuje (alespon jeden) ¢lovek, ktery neumte*.

Obdobny problém, jako v pfedchozim piikladu, byvd i s negaci vyroku typu
,,Nikdo tam nepijde“. Pfirozenou odpoveédi byva ,,VSichni tam pijdou®. Ale opét
si uvédomme, kdy mizeme o nékom Fici, Ze 1ze, pokud ndm tvrd{ ,,Nikdo tam
neptjde“? K tomu preci staci i situace, Ze se najde i jediny Clovék, ktery tam
pijde.

Proto spravnd negace bude znit ,,Alesponi nékdo tam ptjde*.

Co je opakem situace, Ze nékdo udélal maximalné tfi chyby?

Nejprve si musime uvédomit, co znamd ,,maximalné tfi chyby“. To miZeme fici
v okamZiku, kdy dand osoba udélala tfi chyby, nebo dvé, nebo jednu, ale i Zddnou
chybu. A kdy toto neplati? Pokud tato osoba udélala jiny pocet chyb, tedy Ctyfi,
pét, Sest atd.

Spravna formulace negace tedy bude nasledujici ,,Ud€lal alespon Ctyfi chyby* ¢i
,Ud¢lal vice nez tfi chyby“.

I s negaci vyroku ,,Pijde tam Petr a Pavel* byvaji problémy. Castou odpovédi
byva tvrzeni ,Nepijde tam Petr a Pavel“ ¢i ,,Neptijde tam Petr ani Pavel“. Opét
je to s negaci ale ponékud sloZzitéjsi. Kdy v tomto piipadé miizeme nékoho osocit
ze 17i? Preci staci, aby tam neSel kterykoliv z obou jmenovanych, nemusi tedy
nastat situace, kdy tam nepijde ani jeden. KdyZ se zamyslime, co jsme nyni fekli,
miZeme si uvédomit, Ze vyjmenované situace odpovidaji logické spojce nebo.
Vysledna negace tedy bude znit ,,Nepijde tam Petr nebo Pavel .

Vyrok ,,.Dam si maso nebo zeleninu‘ ndm fik4, Ze nastane jedna ze tfi moZnost{
(uvédomme si, Ze se jednd o slucovaci nebo). Bud’ si ddm jenom maso, nebo si
dam jenom zeleninu, nebo si ddm maso i zeleninu. A kdy toto neni pravda? Pouze
v piipadé, Ze si neddm ani jednu ze zminénych potravin. Vyslednd negace tedy
bude znit ,,Nedam si maso ani zeleninu®.

Snad nejvétsi problém byva s negacemi vyroki, v nichZ je obsaZena logicka
spojka implikace. NejCastéjsi odpovédi byva tvrzeni ,,Jestli neudélam vcas ukoly,
nepidjdudo kina*“. BohuZel ani v tomto ptipadé neni nejcastéjsi odpovéd’ spravna.
I pfi tvorbé negace vyroku ,Jestli v€as udélam ukoly, pdjdu do kina“ si nejdfive
musime uvédomit, co zminény vyrok znamend. Tvrzeni ndm tik4, co se stane,
pokud udélam vcas dkoly. OvSem nefikd nic o tom, co bude, pokud tkoly vcas
neudéldm. A kdy zminéné tvrzeni neni pravda? Kdy mé nékdo mutze osocit, Ze
17u? Pouze v piipadé, Ze udélam ukoly vCas, a presto do kina neptjdu. Vysledna
negace bude tedy znit ,,Ud€lam utkoly vCas a neptijdu do kina“.

Pokud se pozorné¢ podivdme na vyrok ,.Prestanu koufit, prestanes-li ty*, obje-
vime, Ze se opét jednd o implikaci. Pokud nemdme s tvorbou negaci dostate¢nou
zkuSenost, je dobré si vétu upravit do klasického poradi implikace, a to nésle-
dovné ,Jestli pfestanes koufit, potom prestanu i ja“. A nyni pouZijeme podobny
postup jako v predchozim piikladu. Kdy mne nékdo mizZe osocit ze 17i? Pouze
v pfipadé€, Ze tys prestal koufit a ja ne. Vyslednd negace bude znit ,, Pfestanes
koufit a ja nepfestanu ‘.

Vyrok ,,Udélam dobfe zkousku pravé tehdy, pokud se budu pilné€ ucit“ je ekvi-
valenci vyrokil ,,Udélam dobfe zkousku* a ,,Budu se pilné ucit“. To znamen4,
Ze bud’ se budu pilné ucit a udéldm dobfe zkousku, nebo se nebudu pilné ucit
a zkousku neudélam. A kdy toto neni pravda? Pouze tehdy, pokud jsem se dobie
ucil, a presto zkousku neudélal, nebo v piipade, Ze jsem se neucil, a presto jsem
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zkousku udélal. Vyslednd negace bude znit ,,Bud’ se budu ucit a zkousku neudé-
1am nebo se ucit nebudu a zkousku udélam*.

Definice 1.1.6. Pravdivostni hodnota
Pravdivému vyroku pritazujeme pravdivostni hodnotu 1. Nepravdivému vyroku pfti-
fazujeme pravdivostni hodnotu 0.

Vyrok ,,Peff je lehéi nez olovo™ je zcela jisté pravdivy, proto mu pfifadime prav-
divostni hodnotu 1.
Vyrok ,,Trdva mize mit rizovou barvu‘ pravdivy neni, proto bude mit pravdivostni
hodnotu 0.
Vyrok ,,Dva krat tii je Sest* pravdivy je, prifadime mu pravdivostni hodnotu 1.
Vyrok ,,Osm plus Ctyfi je deset™ neni pravdivy, bude mit pravdivostni hodnotu 0.

1.3. Urcete pravdivostni hodnotu nésledujicich vyroka.
a) ,.Karel IV. se narodil ve 14. stoleti.*
b) ,.Nejvétsi spoleny ndsobek Cisel 4 a 6 je Cislo 12.%
¢) ,,Nejvetsi spolecny délitel Cisel 4 a 6 je Cislo 2.
d) ,.Pétka je nejmensi prvocislo.*
e) ,,Kakadu je papousek.*
f) ,,15+ 28 = 43“

Resent:

a) Karel IV. se narodil v roce 1316, cozZ je 14. stoleti, jedna se o pravdivy vyrok,
pfifadime mu pravdivostni hodnotu 1.

b) Cislo 12 je nejmensim spole¢nym ndsobkem ¢isel 4 a 6, nikoliv nejvétsim. Jedna
se o nepravdivy vyrok, jemuZ pritadime pravdivostni hodnotu 0.

¢) Rozklad obou ¢isel na prvocinitele je 4 = 2 -2 a 6 = 2 - 3. Z téchto rozkladl
uréime nejveétStho spolecného délitele. V obou rozkadech spolecné se vyskytuje

pouze dvojka, nejvetsim spoleCnym délitelem obou Cisel je tedy Cislo 2. Jedna se
proto o pravdivy vyrok, kterému ptifadime pravdivostni hodnotu 1.

d) Cislo 5 je sice prvotislo, ale nikoliv nejmensi. Jednd se tedy o nepravdivy vyrok
s pravdivostni hodnotou 0.

e) Kakadu opravdu patii mezi papousky. Tomuto pravdivému vyroku ptifadime prav-
divostni hodnotu 1.

f) Uvedeny souclet je spravny, pravdivostni hodnota tohoto vyroku bude 1.

Pravdivostni hodnoty sloZenych vyroku

Pravdivostni hodnoty sloZenych vyrokl (tedy vyrokd, které vznikly z jinych vyroki
za pouziti logickych spojek) miZeme zjistit na zdkladé Tabulky 1.1. V prvnich dvou
sloupcich tabulky jsou vypsany v§echny moZné kombinace pravdivostnich hodnot dvou
vyrokl p a ¢g. V dalSich sloupcich jsou pak vypsdny pravdivostni hodnoty slozenych
vyrokt vzniklych z vyroki p a g pouzitim jednotlivych logickych spojek pro jednotlivé
kombinace pravdivostnich hodnot.
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pla|-p|pAqg|pVag|p=q|p>q
11| o0 1 1 1 1
10| 0 0 1 0 0
01 1 0 1 1 0
00| 1 0 0 1 1

Tabulka 1.1: Tabulka pravdivostnich hodnot

V logice se miiZzeme setkat s pojmem vyrokova proménnd. Pod timto pojmem
rozumime proménnou zastupujici libovolny vyrok. Budeme ji znacit velkym pismenem,
napf. A, B.

Definice 1.1.7. Vyrokova proménna

Vyrokovd proménnd je takova proménnd, kterd mize nabyvat hodnot pravda, anebo
nepravda. Vyrokové proménné jsou takové proménné, za néz je mozno dosazovat
vyroky.

DalSim pojmem vyskytujicim se v logice je pojem formule. Zjednodusené lze fici,
Ze atomickym a sloZenym vyrokim dohromady fikdme formule. Formalné miZeme
zapsat nasledovné:

Definice 1.1.8. Formule
1. Kazda vyrokova proménna je formule.

2. Pokud jsou A i B formule, paki A, ANB,AVB,A— BaA<— B
jsou formule.

Definice ddva smysl, nebot’ v prvnim bod¢ fikdme, Ze kazdy atomicky vyrok je
zéaroven formule. TakZe mame-li dva atomické vyroky, naptiklad ,,Na ulici jsou kaluze“
a ,,Pr§i“, pak mame zdroven i dvé formule. V tuto chvili miZzeme aplikovat druhy bod

Mooy

a sestavit slozit€jsi formuli tfeba takto:

e  Neprsi.“...-A4

e Na ulici jsou kaluZe a zdroven pr§i.“ ... A A B
e _Na ulici jsou kaluZe nebo pr$i.“ ... AV B
e JestliZe jsou na ulici kaluze, pak pr$i.“ ...A = B

e . Na ulici jsou kaluZe pravé tehdy, kdyz pr§i.“ ... A <= B

Pri zapisu tvorby sloZitéjSich formuli musime nékdy vyuZzit zdvorek. Ty by ndm
mély pomoci v jednoznacném pochopeni zapisu. Neni ovSem prili§ vhodné zdvorkami
»plytvat*. Napfiklad zdpis vyrokové formule A A (—B) miZeme zjednoduSené psit bez
zavorek A A =B, nebot’ zasvécené osobe je jasné, Ze nejdfive je nutno znegovat B a az
poté jej miZe spojit spojkou A s A.

1.4. Predpokladejme, Ze A, B, C a D jsou vyrokové formule. Které z nasledujicich Piiklad 1.4
vyrazi pfedstavuji syntakticky spravny zapis formuli?

a) AN (B=C)

b) AV (BA-C)

¢c) A=— AB

d) (AN(B= (CVD))) = -C
e) (A= (BV ())<= (AN-B)
f) A— (BvVC(C) <= (AA-B)
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ReSent:

a) Zavorky nam fikaji, Ze nejdifve musime vyhodnotit vyraz (B = C). Jestlize B

i C jsou formule, pak dle druhého bodu definice formule je vyraz (B = C) také
formuli. Nyni opét aplikaci druhého bodu definice na formule A a (B = C)

vy s

ovéfime, ze A A (B = C) je vyrokové formule (syntakticky sprdvné zapsand).

b) Vidime, Ze uvnitf zdvorky jsou pomoci spojky A spojeny casti vyrazu B a —C.

Vime, Ze B i C jsou formule, proto i =C' je formule (viz druhy bod definice)
a miZeme aplikovat druhy bod definice formule. Proto i (B A =C) je formule.
Tato formule je pomoci spojky V pripojena k A, coZz dle pfedpokladu je také
formule. Proto cely kontrolovany vyraz A V (B A =C) je syntakticky spravné
zapsanou vyrokovou formuli.

¢) Ve vyrazu A = AB jsou formule A a B spojeny pomoci => A, coZ neodpo-

vidd definici formule. Proto vyjraz A = A B neni syntakticky spravné zapsanou
vyrokovou formuli.

d) Vyraz (AN (B = (C VvV D))) = —C je jiz ponékud slozit&jsi, proto mu-

2 vz

sime byt opatrni a pozorni ptfi ur€ovani poradi, ve kterém mame jednotlivé ¢asti
vyrazu vyhodnocovat. Musime se striktné drZet zdvorek. V nejvnitin€jSich za-
vorkdach jsou dvé formule C a D spojeny spojkou V, coz odpovida druhému bodu
definice, proto je vyraz (C'V D) formuli. Tato formule je pomoci spojky =
pfipojena k formuli B (a vysledek je opét uzavien v zdvorkdch). To znamend,
7e i vyraz (B = (C V D))) je formule. Tato je pomoci spojky A pFipojena
k formuli A, coZ opét odpovidd druhému bodu definice. Tim jsme ovéfili, Ze cely
vyraz (A A (B = (C Vv D))) je formuli. Tato formule je pomoci spojky =
spojena s vyrazem —C, coZ je také formule (coz jsme ovéfili jiz v bodu b)). Proto
cely vyraz (AN (B = (C' V D))) = —C je syntakticky spravné zapsanou
vyrokovou formuli.

e) Vyraz (A = (B V C)) <= (A A —=B) je opét ponékud slozit&jsi, op&t si

musime ddt pozor na zdvorky. Nejdfive vyhodnotime vyraz (B V C), ktery je
spojenim formuli B a C pomoci spojky V, €ili se jedna o formuli. Tato formule
je pomoci spojky = pfipojena k formuli A, a proto i vyraz (A = (B V C))
je formuli. Nyni vyhodnotime pravou &dst vyrazu, a to (A A —B). Vidime zde
spojeni formule A s formulf vzniklou jako negace formule B. Jedn4 se tedy opét
o formuli. Vysledny vyraz (A = (B V (') <= (A A =B) je spojenim dvou
formuli (A = (BV (C)) a (A A —B) pomoci logické spojky <=>. Jedn4 se tedy
o vyrokovou formuli.

f) Vyraz A = (B V C) <= (A A =B) je na prvni pohled velmi podobny vyrazu

(A= (BVC(C)) <= (A A -DB) z pfedchoziho ptikladu. Li3f se ,,jen* jednou
dvojici zévorek. Neptitomnost téchto zavorek je oviem dost zdsadni. Ve vyrazu
A = (BV C) < (A A =B) bohuzel nelze rozhodnout, jestli nejdfive mame
provést Cast A = (B V C') a poté cely vyraz, nebo mdme nejprve vyhodnotit
Cast (BV C) <= (AN -B)apakcely viraz A — (BV () < (AN -B).

Jaka bude pravdivostni hodnota jednotlivych vyslednych formuli? To zéleZi na si-

tuaci, na konkrétnim okamzitém stavu pocasf a ulice, €ili na pravdivostnich hodnotich
obou jednotlivych dil¢ich formuli. Naptiklad mtze nastat situace, kdy venku prsi, ale na
ulici nejsou kaluZe. To znamen4, Ze pravdivostni hodnota formule A ,,Na ulici jsou ka-

v ree

luZe* je 0 a pravdivostni hodnota formule B ,,Pr§i* je 1. Pomoci tabulky pravdivostnich
hodnot sloZenych vyrokd pak mdZeme zjistit, Ze:

e  Neprsi“ tj. =B, mé pravdivostni hodnotu 0.
e Na ulici jsou kaluZe a zaroven prsi“ tj. A A B, ma pravdivostni hodnotu 0.

T

e . Na ulici jsou kaluZe nebo pr§i“ tj. A V B, ma pravdivostni hodnotu 1.
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o JestliZe jsou na ulici kaluze, pak pr$i“ tj. A = B, md pravdivostni hodnotu 1.
e _Na ulici jsou kaluze pravé tehdy, kdyZ prsi“ tj. A <= B, mé pravdivostn{
hodnotu 0.

Asi nejvétsi problém maji lidé s vyhodnocenim pravdivostni hodnoty implikace,
tedy v nasem piikladu ptipad ,,JestliZe jsou na ulici kaluZe, pak pr$i*. V tomto ptipadé
si musime dobfe promyslet, co ve skuteCnosti nastdva a jak je to s pravdivosti dané
situace.

VétSina lidi mé spojeny mokré ulice s destém, a proto maji pocit, Ze tvrzeni ,,Jestlize
jsou na ulici kaluZe, pak prsi je vZdy pravdivé. Ale neuvédomuji si, Ze mohl pied chvili
ulici projet kropici viiz. Tedy skutenost, Ze jsou mokré ulice nutné nemusi byt nasled-
kem desté.

Jesté vetsi problém byva s vytvorenim negace formule ,JestliZze jsou na ulici ka-
luZe, pak prsi“. Nejcastéjsi odpovédi byva tvrzeni ,JestliZe nejsou na ulici kaluze, pak
neprsi“ ¢i ,Jestlize neprsi, pak nejsou na ulici kaluze®.

Musime si ale uvédomit, co vlastné negace je. Negace znamend, Ze pivodni tvr-
zeni neplati, Ze neni pravdivé. Kdy tedy miZeme Fici, Ze tvrzeni ,JestliZe jsou na ulici
kaluZe, pak prs$i* neni pravda? Jediné v pfipad€, Ze na ulici jsou kaluZe a pfitom ne-
prsi. Tedy nastala naptiklad situace vySe popsand, Ze ulici projel kropici viiz. Hledanou

NT13

negaci tedy bude tvrzeni ,,Na ulici jsou kaluZe a (soucasné) neprsi* tj. A A —~B.

1.5. Zjistéte pravdivostni ohodnoceni vyrokovych formuli.
a) AN (B = —A)
b) AN(B=C)

¢) (AV-B) <= (mANAB)

,

ReSent:

a) Ke zjisténi pravdivostni hodnoty vysledné formule vytvoiime tzv. tabulku prav-
divostnich hodnot. Tato tabulka bude mit tolik fadki, kolik je riznych kombinaci
pravdivostnich hodnot vSech dil¢ich formuli. V naSem piipadé mame dvé dil¢i
formule - A a B, a proto budeme mit Ctyfi fadky (pocet fadkid vypocitdime jako
pocet kombinaci s opakovanim druhé tfidy ze dvou 22 = 4 - viz kapitola o kom-

binatorice).
A|B|-A|B=-A| AAN(B= —4)
11| 0 0 0
1,0 1
01 1 1 0
00 1 1 0

Z tabulky miZeme vycist vysledné pravdivostni hodnoty vyrokové formule v z4-
vislosti na pravdivostnich hodnotach obou dil¢ich formuli. Vidime, Ze pouze v je-
diném pripadé je vysledna formule pravdiva, a to v pripadé, Ze vyrokova formule
A je pravdivd a vyrokovd formule B neni. V ostatnich pfipadech vysledna formule
pravdiva neni.

b) I ve druhém piipadé vytvorime pravdivostni tabulku. Sledovand vyrokova for-
mule obsahuje tfi dil¢i formule, a to A, B a C. Pocet fadki tedy vypocitime jako
23 =8.

Priklad 1.5
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A|B[C|[B=C[ANB=C)
111 1 1
110 0 0
101 1 1
1100 1 1
011 1 0
0|10 0 0
001 I 0
000 1 0

Z tabulky miZeme vycist vysledné pravdivostni hodnoty vyrokové formule v za-
vislosti na pravdivostnich hodnotdch vSech tif dil¢ich formuli. Vidime, Ze vy-
slednd formule je pravdiva v pfipadé, Ze vyrokova formule A je pravdiva a dile
plati, Ze bud’ jsou formule B i C obé pravdivé, nebo formule B pravdivad nen{
a na pravdivosti formule C nezdleZi - tj. mliiZe a nemusi byt pravdivd. V ostatnich
pfipadech vyslednd formule pravdiva neni.

¢) V tomto ptipadé¢ mame opét pouze dvé dil¢i formule. Proto bude mit pravdivostni
tabulka Ctyri radky.

~A|-B|AV-B|-AAB ] (AvV-B)

S O = = >
S = O = W

—_— - O O

S = O O

—_ O = =

0
1
0
1

Z tabulky mtizeme opét vycist vysledné pravdivostni hodnoty vyrokové formule
v zéavislosti na pravdivostnich hodnotach obou dil¢ich formuli. Vidime, Ze vy-
sledné formule neni pravdivd v Zddném piipadé.

Ve vyrokové logice se je§té mizeme setkat s pojmem vyrokova forma, ktery mize
byt nespravné zaménovan s pojmem vyrokova formule.

Definice 1.1.9. Vyrokovd forma je tvrzeni obsahujici proménné, toto tvrzeni se po
dosazeni pripustnych konstant za proménné stava vyrokem.

Ptikladem vyrokové formy miiZze byt tvrzeni ,,Cislo x je sudé“. Pokud za x dosa-
dime konkrétni hodnotu, mtizeme rozhodnout, zda je tvrzeni pravdivé, ¢i nikoliv. Na-
ptiklad zvolime-li za x ¢islo 3, pak tvrzeni pravdivé nebude, naopak zvolime-li za x
hodnotu 28, tvrzeni pravdivé bude. Tedy dosazenim konkrétnich hodnot (tj. konstant)
za proménnou x obdrZzime oznamovaci vétu, u niZ jsme schopni rozhodnout o jeji prav-
divosti, neboli obdrzime vyrok. Tvrzeni ,,Cislo x je sudé* tedy splituje definici vyrokové
formy.

Dalsi dilezitou skupinou vyrokd jsou tzv. kvantifikované vyroky. Kvantifikované
vyroky jsou vyroky, ve kterych jsou proménné kvantifikovany. Tj. néjakym zptisobem je
uddno kvantum (mnozstvi, poCet) objektl, pro které se z vyrokové formy stane vyrok.
Toto kvantum urCujeme pomoci tzv. kvantifikatord. Pokud je ve vyroku pro n&jakou
proménnou uréeno kvantum pomoci néjakého kvantifikédtoru, fikdme, Ze tato proménnd
Je kvantifikdtorem vdzdna. Pouzivame dva typy kvantifikdtort.

Definice 1.1.10. Obecny (velky) kvantifikdtor - zna¢ime symbolem V - pro kazdy
objekt plati, Ze ...
Existencni (maly) kvantifikdtor - znacime symbolem 3 - existuje takovy objekt, pro
ktery plati, Ze ...

Zapis vyroku s kvantifikatory provadime ndsledujicim zptisobem (za piislusnym zapi-

vvvvv
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VzeN):z>0

2 V.

Slovy znamena ,,Pro v§echna pfirozend ¢isla x plati, Ze jsou vétsi nez 0.

Iz eN):z>0

Slovy znamena ,,Existuje pfirozené ¢islo x, které je vétsi nez 0.

VzeNz>1)IyeN) :y<zx

Slovy znamend ,,Pro vSechna pfirozend cisla x veétsi nez 1 existuje pfirozené Cislo y,
které je mensSi neZ x.“

Vyrok obsahujici proménnou vdzanou obecnym kvantifikdtorem je pravdivy pouze

tehdy, pokud vzdy, dosadime-li za danou proménnou libovolnou hodnotu, jiZ mizZe pro-
ménnd nabyvat, obdrzime pravdivy vyrok.

Vyrok obsahujici proménnou vdzanou existencnim kvantifikdtorem je pravdivy,

pouze pokud existuje alesponi jedna pripustnd hodnota, jejimZ dosazenim za danou pro-
ménnou obdrzime pravdivy vyrok.

1.6. Vyroky v matematickém zdpisu pfeved’te do slovniho vyjadfeni. UrCete pravdi-
vostni hodnotu vyroku.

a) VizeR):z+0=2z

b) VizeR):x+1=zx

c) I(zeR):z+0=2x

d VzeRVyeR):z+y=y+=x

e) VizeR)I(yeR):x+y =10

HzeR)V(yeR):z+y=10
Reseni:

a) Vyraz V(x € R) :  + 0 = x Ize slovy vyjadfit napfiklad ndsledovné ,,Pro
vSechna redlnd ¢isla x plati, Ze pficteme-li k danému ¢islu nulu, ¢islo se nezméni*
Jedna se zjevné o pravdivy vyrok.

b) Vyraz V(z € R) : = + 1 = z lze slovy vyjadfit ,,Pro kazdé redlné &islo x
plati, Ze pricteme-li k danému Cislu jednicku, ¢islo se nezméni*. V tomto pripadé
nds nesmi zarazit, Ze tato véta neni pravdivd. Jednd se totiZ o vyrok, ktery je
nepravdivy. To neméni nic na faktu, Ze se jednd o spravné zapsany vyrok.

¢) Vyraz 3(x € R) : = + 0 = x miZeme slovy vyjadFit takto ,,Existuje redlné &islo

d)

e)

x takové, Ze pricteme-li k nému nulu, jeho hodmota se nezméni*. JestliZze jsme si
v pfikladu a) uvédomili, Ze pro vSechna redln4 ¢isla plati zminénd vlastnost, pak
jisté existuje alesponi jedno takové redlné Cislo. Jedna se tedy o pravdivy vyrok.

Vyraz V(z € R)V(y € R) : z + y = y + = miZeme slovy vyjddfit ndsledovné
,Pro vSechna redlnd Cisla x a y plati, Ze soucet Cisel x a y md stejnou hodnotu,
jako soucet Cisel y a x*“. Tento vyrok popisuje zndmou vlastnost s¢itani, a to ko-

s ¥

mutativitu (tj. na poradi s¢itancl nezdleZi). Jednd se tedy opét o pravdivy vyrok.

VyrazV(z € R)3I(y € R) :  +y = 10 slovy znamend ,,Pro viechna redlnd &isla
x existuje alesponl jedno redlné Cislo y takové, Ze soucet Cisel x a y ma hodnotu
10“. Pro libovolné ¢islo x miZeme vypocitat ¢islo y dle vzorce y = 10 — x. Tento

z Vs

rozdil jisté existuje pro libovolné ¢islo x. Jedna se tedy o pravdivy vyrok.

Priklad 1.6
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Priklad 1.7

f) Vyraz 3(z € R)V(y € R) : z + y = 10 slovy znamend ,,Existuje redlné ¢islo
x takové, Ze pro vSechna redlnd Cisla plati, Ze soucet Cisel x a y ma hodnotu 10*.
Tento vyrok vypada velmi podobné, jako vyrok v predchozim pripadé. Ale jak je
to s jeho pravdivostni hodnotou? Co ptresné uvedeny vyrok znamend? Hleddme
v ném alesponi jedno takové Cislo x, Ze pricteme-li jej k jakémukoliv redlnému
¢islu y, pak dostaneme Cislo 10. A takovéto Cislo zjevné neexistuje. Proto se jedna
o vyrok, ktery je nepravdivy.

Negace kvantifikovanych vyroki

Co to je negace, jsme si jiz fekli diive. Pfi tvorbé negace si vzdy nejdfive musime
uvédomit, za jakych podminek vyrok plati a kdy naopak neplati. Timto zptisobem sa-
moziejmé postupujeme i v pripadé kvantifikovanych vyrokd. Presto je tvorba negaci
kvantifikovanych vyrokd obtizn&j$i neZ u jinych vyroka.

Prikladem midZe byt napiiklad negace vyrokl ,,VSichni studenti sloZi dsp&sné
zkousku* (vyrok s obecnym kvantifikdtorem), ¢i ,,Existuje student, ktery se narodil
v Praze* (vyrok s existen¢nim kvantifikdtorem).

Nejprve se budeme zabyvat obecnym kvantifikdtorem. Obecny kvantifikdtor ndm
tikd, Ze né€jaka vlastnost plati pro vSechny objekty (napf. vS§echny hodnoty proménné).
A jak vytvofime negaci? Uvédomme si, kdy toto neplati. K tomu staci, abychom nalezli
i jediny objekt (jedinou hodnotu proménné), pro ktery dand vlastnost neplati.

Pri tvofeni negace konkrétniho vyroku mizeme napiiklad vyuzit nasledujici po-
mucku, miizeme si pomoci nasledujici otazkou. Kdy mtizeme ¥ici, Ze nékdo 1ze, kdyz
fekne ,,VSichni studenti sloZi dspé$né zkousku“? Odpovéd’ neni t€zka, zni ,,Aspon
jeden student zkousku tspésné neslozil .

Pro forméln{ zdpis oznalme zminénou vlastnost tykajici se objektd x jako V(x).
Pak kvantifikovany vyrok s obecnym kvantifikdtorem miZzeme zapsat jako Vz : V(z)
a kvantifikovany vyrok obsahujici existenéni kvantifikdtor jako 3z : V (z).

Negaci vyroku s obecnym kvantifikdtorem vytvorime nasledovné:

—[Va : V()] lze vyjadiit jako 3z : =V ().

Nyni se budeme zabyvat existencnim kvantifikdtorem. Existencni kvantifikdtor
ndm iikd, Ze néjaka vlastnost plati pro alespoinl jeden objekt (napft. alespon jednu hod-
notu proménné). A jak vytvorime negaci? Uvédomme si, kdy toto neplati. K tomu musi
nastat situace, kdy sledovana vlastnost neplati pro Zadny objekt (Zidnou hodnotu pro-
ménné).

Pii tvofeni negace konkrétniho vyroku miZeme napriklad vyuzit ndsledujici po-
micku, miZeme si opét pomoci nasledujici otazkou. Kdy mizeme fici, Ze n€kdo 1Ze,
kdyz tekne ,Existuje student, ktery se narodil v Praze*“? Odpovéd’ neni t€Zka, zni
,,Zédn}’/ student se nenarodil v Praze*, neboli ,,VSichni studenti se narodili mimo Prahu“.

Pro formadlni zapis ozna¢me opé€t zminénou vlastnost tykajici se objekti x jako
V(x). Pak vyrok s obecnym kvantifikdtorem miZeme zapsat jako Vx : V (z) a kvantifi-
kovany vyrok obsahujici existen¢ni kvantifikdtor jako 3z : V().

Negaci vyroku s existencnim kvantifikdtorem vytvorime ndsledovné:

—[Fz: V(z)] lze vyjadiitjako Va : =V ().

1.7. Vyjadfete negace nésledujicich kvantifikovanych vyroku.
a) VizeR):z+0=z
b) Iz eR):z+1=x
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O VzeR)VyeR) :x+y=y+x
d) VizeR)I(yeR): 2 +y=10
e) zeR)V(yeR):x+y =10
f) ,,Pro kazdé ptirozené Cislo x plati, Ze je ndsobkem Ctyf.*
g) ,.Existuje pfirozené Cislo x takové, Ze je délitelné Ctyimi.*
Resent:
a) PYi tvorbé negace vyroku V(z € R) : x + 0 = x se budeme Fidit pfedloZzenym

b)

d)

e)

ndvodem. Kde sledovanou vlastnosti V(x) je z + 0 = x. Nejprve vytvorime
negaci vyroku (tj. nasi sledované vlastnosti).

—(x4+0=2) miZzeme zapsatjako z+0#z
Pak uZ miZeme psat vyslednou negaci jako 3(z € R) : z + 0 # x.

Pfi tvorbé negace vyroku 3(z € R) : x+1 = x nejprve vytvofime negaci vyroku
(tj. nasi sledované vlastnosti).

—(x4+1=2) mizeme zapsatjako z+1# =z
Pak uZ miZeme psat vyslednou negaci jako V(z € R) : z + 1 # .
Pfi negovéni vyrokd, kde se vyskytuje vice kvantifikdtori, musime postupovat
opatrné a postupné. PYi tvorbé negace vyrokuV(z € R)V(y e R) : a+y =y+x
nejprve vytvorime negaci vyroku (tj. nasi sledované vlastnosti)
VyeR):z+y=y+z
muiZeme zapsat jako
Iy eR):~(z+y=y+2x),

a tu miZeme zapsat jako I(y € R) : = + y # y + x. Pak uZ miZeme psit
vyslednou negaci jako 3(z € R) I(y € R) 1z +y # y + x.

Pii tvorbé negace vyroku V(z € R)3(y € R) :  + y = 10 nejprve vytvofime
negaci vyroku (tj. nasi sledované vlastnosti)

-y eR):x+y=10
miZeme zapsat jako
Y(y € R) : =(x +y = 10),

a tu miZzeme zapsat jako V(y € R) : x +y # 10. Pak uZ miiZeme psét vyslednou
negaci jako 3(x € R) V(y € R) : x +y # 10.

Pii tvorbé negace vyroku 3(z € R) V(y € R) :  + y = 10 nejprve vytvofime
negaci vyroku (tj. nasi sledované vlastnosti)

V(yeR):z+y=10
muiZeme zapsat jako
V(y €R): =(z +y = 10),

a tu miZzeme zapsat jako 3(y € R) : x + y # 10. Pak uZ miZeme psat vyslednou
negaci jako V(z € R) 3(y € R) : « +y # 10.

Nasledujici vyrok je vyjadfen slovy. Postup ale bude velmi podobny. Pri tvorbé
negace vyroku: ,,Pro kazdé prirozené ¢islo x plati, Ze je ndsobkem Ctyf.* nejprve
vytvofime negaci vyroku (tj. nasi sledované vlastnosti): ,,Cislo x je ndsobkem

AT AT

Ctyr.* Tato negace zni: ,,Cislo x neni ndsobkem Ctyf.* Pak uzZ miZeme psat vy-

AT

slednou negaci jako: ,,Existuje pfirozené Cislo x, které nenf ndsobkem Ctyf.
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z ¥z

g) Pri negovani vyroku: ,Existuje pfirozené Cislo x takové, Ze je délitelné ctyfmi.*
nejprve vytvoiime negaci vyroku (tj. nasi sledované vlastnosti): ,,Cislo x je dé-
litelné &tyfmi.“ Tato negace zni: ,,Cislo x neni d&litelné tyfmi. Pak uZ ma-
Zeme psdt vyslednou negaci jako: ,,Pro vSechna pfirozena ¢isla x plati, Ze nejsou
délitelnd Ctyimi.” V CeStiné vSak mame i lepSi vyjadieni této skutecnosti, a to:
,Z&dné ptirozené Cislo x neni délitelné ctyimi.*

Definice 1.1.11. Tautologie
Tautologie je formule, ktera je pro libovolné ohodnoceni svych vyrokovych promén-
nych pravdiva.

Priklad 1.8 1.8. Zjistéte, které z nasledujicich formuli jsou tautologie.

a) Av-A e) "(AV B) <= (-mAV -B)

b) AV (B= A) f) =(AAB) <= (-AV -B)

c) A= (B=A) g) (A= B) <= (AAN—-B)

d) =(AV B) <= (mAAN-B) h) =-(A = B) <= (A= -B)
Resent:

a) Pro zjisténi, jestli je dand formule tautologii, je nejlépe vytvofrit pravdivostnf ta-
bulku. Sledovana formule bude tautologii, pokud budou ve vysledném sloupci
pravdivostni tabulky samé jednicky, neboli pro kazdou kombinaci pravdivostnich
hodnot jednotlivych dil¢ich formuli bude vysledna formule pravdiva.

Al -A| Av-A
1 0 1
0 1 1

V poslednim sloupci jsou samé jednicky, proto je formule A V —A tautologii.

b) Opét vytvorime pravdivostni tabulku.

A|B|B=A[Av(B= A)
11 1 1
1|0 1 1
01 0 0
0|0 1 1

Vidime, Ze v poslednim sloupci se v jednom fadku vyskytuje 0. Proto existuje
kombinace pravdivostnich hodnot dil¢ich formuli, pro kterou neni vysledna for-
mule pravdivd. Formule A V (B = A) neni tautologif.

¢) Nejprve vytvorime pravdivostni tabulku.

A|B|B=A| A= (B=A)
1|1 1 1
10 1 1
0] 1 0 1
0|0 1 1

V poslednim sloupci jsou samé jednicky, proto je formule A — (B = A)
tautologif.
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d)

e)

g)

h)

Oznatme —(A V B) <= (A A =B) jako formuli C. Pravdivostni tabulka ma
nasledujici tvar.

A|B[-A|-B]|AVB]|~(AVB) | -AA-B|C
1 0| o I 0 0 1
10| 0| 1 I 0 0 1
0/ 1]|1]o0 1 0 0 1
00| 1 |1 0 1 1 1

V poslednim sloupci jsou samé jedni¢ky. Formule (A V B) <= (—AA-B) je
tautologii.

Oznalme —(A V B) <= (-A V —=B) jako formuli C. Pravdivostni tabulka ma
ndsledujici tvar.

A|B[-A|-B]AVB]|~(AvB) | -Av-B|C
1 0| o 1 0 0 1
10| o0 1 1 0 1 0
0/ 1]|1]o0 1 0 1 0
0] 0 1 1 0 1 1 1

V poslednim sloupci nejsou samé jedni¢ky. Formule =(A V B) <= (—=AV —=B)
nenfi tautologii.

Oznaime —(A A B) <= (—A V —B) jako formuli C. Pravdivostni tabulka ma
ndsledujici tvar.

A|B|-A|-B|AAB | ~(AAB) | -Av-B | C
1 0 0 1 0 0 1
10| 0 1 0 1 1 1
0|1 1 0 0 1 1 1
00 1 1 0 1 1 1

V poslednim sloupci jsou samé jednicky. Formule (A A B) <= (—AV —B) je
tautologii.

Oznalme —(A = B) <= (A A —=B) jako formuli C. Pravdivostni{ tabulka ma
nasledujici tvar.

A/ B|-B|A=B|—-(A=DB) | AN-B | C
1|1 0 1 0 0 1
10 1 0 1 1 1
0] 1 0 1 0 0 1
0|0 1 1 0 0 1

V poslednim sloupci jsou samé jednicky. Formule -(A = B) <= (A A —B)
je tautologii.

Oznaime (A = B) <= (A = —B) jako formuli C. Pravdivostn{ tabulka
ma ndsledujici tvar.

—_ =

A|B|-A|-B|A=B|-(A=DB)| A= -B|C
1 1 0
0 1
1 1
1 0

_—_- 0 O
- O = O

e @©

S = O =
S O = O
—_— O =
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Formule =(A = B) <= (- A = —B) neni pravdivd pfi nékterych kombina-
cich pravdivostnich hodnot dil¢ich formuli, proto neni tautologii.

Vsimnéme si piikladd g) a h). V prvnim pfipadé se jednd o dikaz spravnosti ne-
gace implikace tak, jak jsme si ji uvedli dfive. V druhém piipadé se jedna o dikaz
chybnosti mezi lidmi Casto pouZivané negace implikace.

Nekteré z tautologii jsou v§eobecné zndmé a maji svd pojmenovani. V pfedchozim
ptikladu se jednd naptiklad o ndsledujici formule.

o AV —A ... zdkon vylouleni tietiho,
o A= (B= A) ...zdkon simplifikace,

e (AVB) <= (mAA-B),
—(AA B) <= (-AV —B) ...De Morganovy zdkony.

Napiiklad De Morganovy zdkony ndm vypovidaji o negaci konjunkce a disjunkce.
Z dalsich zndmych tautologii miZeme uvést naptiklad nasledujici formule.

o AN-A ... .zdkon sporu
o A —> A ...zdkon totoZnosti
o A<= —(—A)) ...zdkon dvoji negace

o (AN—-A) = B ...zdkon Dunse Scota

MiZeme jesté uvést n€kolik tautologii predikatové logiky. Zjednodusené feceno,
tautologif obsahujici kvantifikatory.

De Morganovy zakony pro kvantifikatory

(Ve : V(z)) < Jz: -V(x
o ViV (z) <= —-(Fx: V(x

)

)

Vo : V(z) <= =3z : =V (z))
)

(Ve : =V (2)) <= Jz: V(x

Dal§imy tautologiemi predikatové logiky jsou zdkony distributivity kvantifikatord,
které nam fikaji, jak midZeme spravné ,rozepsat™ oba kvantifikatory.

Zakony distributivity kvantifikatora

o Vo : (V(x) A\W(x)) < (Va : V(x) AVz : W(z))
o dx: (V(z) VW (2)) < Bz : V(x)V Iz : W(z))
. ale ne naopak!

() A
(z) v

o Vz:V(x)VVr: W(x)) = Vz: (V(z)VvW(x)
(x) . ale ne naopak!

) -
o (Tx:V(x)ATx: W(z)) = Fz: (V(z) A\W(x)) ..

V poslednim pfehledovém seznamu si miZzeme uvést jesté nékolik dalsich tauto-
logif predikdtové logiky.
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Zikony komutace kvantifikatori
o VaVy: V(x,y) < YyVz: V(z,y)
o Jxdy:V(x,y) < JyIz: V(z,y)

o JxVy:V(x,y) = YyIz: V(x,y) ... ale ne naopak!

Definice 1.1.12. Kontradikce
Kontradikce je formule, kterd neni pro zadné ohodnoceni svych vyrokovych pro-
ménnych pravdiva.

1.9. Zjistéte, které z nasledujicich formuli jsou kontradikce. Priklad 1.9

a) AN-A

b) AA(BA-A)

c) AV (B= A)
Resent:

a) Pro zjiSténi, jestli je dand formule kontradikci, je opét nejlépe vytvofit pravdi-
vostn{ tabulku. Sledovand formule bude kontradikci, pokud budou ve vysledném
sloupci pravdivostni tabulky samé nuly, neboli pro kaZdou kombinaci pravdivost-
nich hodnot jednotlivych dil¢ich formuli bude vysledna formule nepravdiva.

A| A AnN-A
1 0 0
0 1 0

V poslednim sloupci tabulky jsou samé nuly, proto je formule AA—A kontradikci.

b) Opét vytvoiime pravdivostni tabulku.

A|B|-A| BAN-A | AN(BA-A)
1|1 0 0 0
110 0 0 0
0] 1] 1 1 0
0101 1 0 0

V poslednim sloupci jsou samé nuly, proto je formule A A (B A —A) kontradikef.

¢) Nejprve vytvorime pravdivostni tabulku.

A|B|B=A] Av(B= A)
1] 1 1 1
1|0 1 1
01 0 0
0|0 1 1

Vidime, Ze v poslednim sloupci tabulky se vyskytuji nuly i jednicky. Proto exis-
tuje kombinace pravdivostnich hodnot dil¢ich formuli, pro kterou je vysledna
formule pravdivad. Formule A V (B = A) neni kontradikei.
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Priklad 1.10

Samozfejmé existuji i formule, které nejsou ani tautologiemi ani kontradikcemi.
Tem se tika splnitelné formule.

Definice 1.1.13. Modelem formule nazveme takové ohodnoceni formule, v némz je
dand formule pravdiva.

Pro lepsi pochopeni tohoto pojmu miZeme uvést nasledujici pfiklad. Budeme uva-
zovat formuli A A (B A —A) z predchoziho piikladu a ukdZeme, jak mize vypadat jeji
model.

Nejdtive potiebujeme sestavit pravdivostni tabulku. Tu jiZ mdme vytvorenou z pred-

choziho prikladu, a proto miZzeme rovnou urcit mozné modely dané formule. K tomu
ucelu si budeme vSimat vysledného sloupce, presnéji feceno jednicek v tomto sloupci
(tj. ptipadi, kdy je zadand formule pravdiva). Vidime, Ze v poslednim sloupci jsou tfi
jedniky, proto bude mit nase formule tfi rizné modely.

1. Prvnim modelem je pfipad, kdy je A i B pravdivé (je ohodnoceno jednickou).
2. Druhym modelem je piipad, kdy je A pravdivd a B pravdiva neni.

3. Tfetim modelem je ptipad, kdy ani A ani B nejsou pravdivé.

Pokud jsme zavedli pojem model, pak miizeme pfeformulovat tfi vyse uvedené de-
finice nasledujicim zptisobem.

1. Formule je splnitelnd, pokud ma alespon jeden model.

2. Formule je tautologie, pokud kazd¢ jeji ohodnocenti je jejim modelem.

z vz

3. Formule je kontradikce, pokud nemé zadny model.

Dale mizZeme jesté zavést pojem tykajici se mnoZziny formuli.

Definice 1.1.14. Mnozina formuli je splnitelnd, pokud existuje ohodnoceni, které
je modelem vsech téchto formuli.

Definice 1.1.15. Formule A vyrokové logicky vyplyvd z mnoZiny formuli
Ay, Ay ... Ay, znalime A, As, ..., A, E A, jestlize A je pravdivd v kazdém
modelu mnoZiny Ay, As, ..., A,.

Jinak feCeno, zavér A logicky vyplyva z predpokladi A;, A, ..., A,, pokud za
vSech okolnosti takovych, Ze jsou pravdivé vSechny predpoklady A;, As, ..., A,, je
pravdivy i zaveér A.

1.10. Ovéite, zda tvrzeni ,Jestlize nesklddd zkousku, pak jesté spi“ logicky vyplyva

z dvojice tvrzeni ,,Je ve Skole, nebo jesté spi“ a ,Je-1i ve Skole, pak sklada zkouSku*.

Reseni: Nejprve prevedeme viechna tfi tvrzeni do formalniho zapisu vyrokovych for-
mulf a vytvofime pravdivostni tabulku obsahujici v§echny tii vzniklé formule. Ozna-
¢ime ,Jesté spi“ symbolem S, ,,Skldda zkousku* symbolem Z a ,,Je ve Skole symbo-
lem J. Pak zminéna tfi tvrzen{ mtiZeme formdlné zapsat nasledovné:

,Jestlize nesklada zkousku, pak jesté spi ...-Z = S
,Je ve Skole, nebo jesteé spi“ ...J V .S
,Je-li ve Skole, pak sklada zkousku®“ ...J — Z

a vytvorime pravdivostni tabulku
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J|S|Z|JVS|J=Z| ~Z=S9
1111 1 1 1
111]0 1 0 1
1101 1 1 1
1100 1 0 0
0 1|1 1 1 1
0|10 1 1 1
0101 0 1 1
0|00 0 1 0

Vidime, Ze zavér je pravdivy ve vSech ¢tyfech modelech pfedpokladi (viz fadky vyzna-
Cené tucné). To znamend, Ze nas zavér opravdu logicky vyplyva z nasich predpokladi.

Pfripomenme ovSem, Ze spravnost dsudku ovéfujeme bez empirického zkoumani
stavu svéta®, tedy pouze tzv. analytickymi metodami, nebot’ spravnost dsudku je ddna
pouze logickou strukturou predpokladi a zavéru. Mimo jiné to znamen4, Ze (bohuZel)
na zdkladé chybnych pfedpokladi mdZeme vyvodit i chybny zavér. Ovéfime-li takto
spravnost isudku, nedokdzeme tim (empirickou) pravdivost zavéru! Staci, aby byl jeden
z pfedpokladl chybny a miiZzeme pomoci platného dsudku obdrzZet nepravdivy zaveér.

Pomoci logického vyplyvani miZeme postupné vytvéret rizné védecké teorie.
K tomu ovSem potfebujeme urcité ,,stavebni kameny* teorie, tedy sadu pravdivych tvr-
zeni, o kterych predpokldddme, Ze jsou pro danou oblast pravdiva.

Definice 1.1.16. Axiomy
Axiomy jsou zakladni vybrand pravdiva tvrzeni daného sytému.

Jinymi slovy axiom je tvrzeni, které je za jakychkoliv podminek pravdivé. Tedy
se pfedem miZe poklddat za platné, a proto se nedokazuje. Soustavy axiomd byvaji
stavebnimi kameny riiznych teorii (napf. matematiky).

Jako piiklad si miZzeme uvést soustavu péti geometrickych axiomd, které formu-
loval fecky matematik EUKLEIDES (pfiblizn¢ 325-265 pf. n. let.) ve svém dile Za-
klady. Pomoci té€chto axiomt bylo mozno logicky odvodit vSechna v té dobé znama
geometrickd pravdiva tvrzeni. Tyto axiomy vstoupily do historie jako Euklidovy postu-
ldty a znéji ndsledovné:

1. Méame-li ddny dva body, existuje jedna piimka, kterd jimi prochézi.

2. Konecnou piimou ¢aru (dsecku) miZzeme prodlouZit tak, Ze vznikne opét isecka.
3. Je moZné nakreslit kruznici s libovolnym stfedem a polomérem.

4. Vsechny pravé thly jsou si rovny.

5. K dané primce a bodu, ktery na ni neleZi, 1ze sestrojit pravé jednu rovnobézku,
ktera prochazi danym bodem.

Jinym prikladem mohou byt tzv. axiomy vyrokové logiky.
1. A= (B=A)
2 A= B=0)= (A=B)= A=0))
3. (A= -B) = (B= A)

1.2 Zakladni pojmy teorie mnozin

V naésledujici kapitole stru¢né shrneme piehled zdkladnich informaci z teorie mnoZzin.
Hlavni ddraz budeme kldst na znalosti potiebné v jinych kapitoldch této ucebnice.

Definice 1.2.1. MnoZina je pfesné urCeny souhrn uréitych objektd (prvki mnoziny).
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Priklad 1.11

MnoZina tedy obsahuje urité mnoZstvi prvki, které mtize byt kone¢né nebo neko-
necné. Kazdy prvek se mtize do dané mnoziny zapocCitat pouze jednou (tj. neni mozna
duplicita prvkt). Na potadi prvkd v mnozinach nezdlezi. MnoZiny zapisujeme do slo-
Zenych zdvorek {} a oznalujeme velkymi pismeny, prvky mnoZin oznalujeme ma-
Iymi pismeny. MnoZinu, kterd neobsahuje Zadny prvek, nazyvame prdzdnou mnozinou
a oznalujeme ().

Znamymi piiklady mnoZin jsou napriklad ¢iselné obory, tj. mnoZina ptirozenych
isel (N), mnozina celych &isel (Z), mnoZina raciondlnich isel (Q) ¢i mnoZzina redlnych
isel (R).

MnoZiny mizeme zaddvat dvéma zpisoby, a to vyctem prvkd mnoziny nebo cha-
rakteristikou vlastnosti mnoZiny. Casto miizeme danou mnoZinu popsat obéma zpiisoby,
nékdy jeden ze zpisobd neni mozny nebo je velmi nepiehledny ¢i neptesny. Naptiklad
vyctem pfesné nepopiSeme Zadnou nekonecnou mnozinu, naopak ndhodné vybranych
pét pfirozenych ¢isel tézko popiSeme néjakymi spole¢nymi jednoznaCnymi vlastnostmi.

¢
¢

Ukazka jednotlivych mozZnosti zapisu mnozin

e Mnozinu vSech raciondlnich ¢isel QQ nelze vypsat vyctem prvki. PouZijeme
popis vlastnosti:
Q= {z: 2 = T, kde m je celé &islo, n je piirozené &islo}

e Mnozina {1, 9, 104} nelze jednoduse popsat charakteristikou vlastnosti.

e Mnozina {1,2,3} = {n e N:n <3}

1.11. Mnoziny dané vyctem popiste charakteristikou vlastnosti.
a) A=1{2,3,4,5}
b) B={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}
c) C=1{5,7,9,11,13}
Reseni:
a) Vidime, Ze mnoZina A obsahuje pouze prirozend Cisla, ddle vidime, Ze Cisla na-

byvaji hodnot od 2 do 5. Charakteristikou vlastnosti popiSeme mnoZinu A nésle-
dovné

A={neN:2<n<5}
nebo i timto zplisobem
A={neN:1<n<6},

vk oy R - o vede et oo
samozfejmé mtiZzeme nahradit pfislu$nost k pfirozenym Eislim p¥islusnosti k &is-
Iim celym

A={neZ:2<n<b}={neZ:1<n<6}.
Vsechny Ctyfi uvedené popisy mnoZiny A jsou stejné dobré, tj. je jedno, ktery
z nich pouZijeme.

b) Vidime, Ze mnoZina B obsahuje pouze celd Cisla, ddle vidime, Ze ¢isla nabyvaji
hodnot od —4 do 4. Charakteristikou vlastnosti popiS§eme mnoZinu B ndsledovné
B={neZ:—-4<n<4}
nebo i timto zplisobem
B={neZ:-5<n<5},

pokud si v§imneme, Ze doln{ a horni mez jsou hodnotou stejné az na znaménko,
muiZzeme Vytvofit zapis

B={neZ:|n|<4}={neZ:|n| <5}
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¢) Vidime, Ze mnoZina C obsahuje pouze pfirozena ¢isla, ddle vidime, Ze ¢isla jsou
v rozsahu od 5 do 13 a také si musime uvédomit, Ze vSechna Cisla v uvedeném
vyCtu jsou lichd. Kazdé sudé Cislo s je délitelné dvéma, miizeme jej zapsat ve
tvaru s = 2k, kde k je néjaké prirozené Cislo. Liché &islo [ je o jedniCku vetsi
(nebo mensi), nez néjaké sudé Cislo, proto jej miizeme napsat ve tvarul = 2k+1,

z Xz

popfipadé ! = 2k — 1, kde k je n¢jaké ptirozené ¢islo. Charakteristikou vlastnosti
popiSeme mnoZinu C néasledovné

C={neN:5<n<13An=2k+1, kde k je néjaké pfirozené &islo},
obdobné mozZno zapsat
C={neN:5<n<13AJFkeN:n=2k+1}
nebo i timto zpiisobem
C={neN:4<n<14An=2k+ 1, kde k je néjaké pfirozené Cislo},
pfipadné
C={neN:5<n<13An=2k—1, kde k je néjaké pfirozené ¢islo} =
={neN:4<n<14An=2k—1, kde k je néjaké pfirozené ¢islo},
samozfejmé miZeme nahradit pfislusnost k pfirozenym ¢islim prislusnosti k ¢is-
lim celym
C={neZ:5<n<13An=2k+ 1, kde k je néjaké celé &islo}
={neZ:4<n<14An=2k+1, kde k je n&jaké celé &islo}
={n€Z:5<n<13An=2k—1, kde k je n&jaké celé islo}
={n€eZ:4<n<14An=2k—1, kde k je n&jaké celé ¢islo}.

V ptedchozich ptikladech jsme si mohli v§imnout, Ze mnohdy (ne vSak vzdy) mu-
Zeme danou mnoZinu popsat pomoci vlastnosti nékolika zpisoby.

1.12. Mnoziny dané charakteristikou vlastnosti popiste vyctem prvka. Piiklad 1.12
a) A={neZ:-2<n<3}
b) B={neN:n=3kA2<k <5}
c) C={neN:|2n| <3}
Resent:
a) Vidime, Ze mnoZina A obsahuje pouze cela ¢isla, ddle vidime, Ze Cisla jsou v roz-
mezi od —1 (jsou vétsi nez —2) do 3. Vycet prvkld mnoZziny A bude ndsledujici
A={-1,0,1,2,3}.

b) MnoZina B obsahuje pouze pfirozend ¢isla, kterd jsou trojndsobkem ¢isla mensiho
nez 6. Vy&et prvki mnoZiny B bude B = {3,6,9,12,15}.

z ¥z

¢) Prvky mnoZiny C jsou pouze pfirozena Cisla, jejichZ dvojndsobek je v absolutni
hodnoté mensi nez 3. Tomuto popisu odpovida pouze jedno Cislo, a to jednicka,
proto vy&et prvki mnoZiny C bude C' = {1}.

Definice 1.2.2. Rikdme, Ze mnoZina B je podmozinou mnoziny A pravé tehdy, kdyz
kazdy prvek mnoziny B je i prvkem mnoZiny A, znaéime B C A. Symbolicky
piSeme:

BCA—=Vr:(xe B=zcA).

Rekneme, 7e mnoZina B neni podmoZinou mnoZiny A pravé tehdy, kdyZ existuje
prvek mnoziny B, ktery neni prvkem mnoziny A, zna¢ime B € A. Symbolicky piSeme:

BZ A<= 3Jx:(x € BAx & A).

Pro libovolnou mnoZinu A plati, 7e ) € A a A C A. To znamend, Ze prazdna
mnoZina je podmnoZzinou libovolné mnoZiny a Ze kazd4d mnoZina je svou podmnoZinou.
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1.13. Kterd z nésledujicich mnozZin je podmnoZinou mnoziny M = {2,3,4}?
a) A={3}
b) B=1{1,2,3,4,5}
) C={neN:n<2An>4}
d) D={neZ:2<n<5}
Resent:

a) Vidime, Ze mnoZina A obsahuje jedinny prvek, a to ¢islo 3. To je také prvkem
mnoziny M. Plati A C M.

b) Vidime,Ze 1 € BA 1 ¢ M, &islo jedna je prvkem mnoZiny B a neni prvkem
mnoZziny M. Neplati B C M.

s v,

¢) Prvky mnoziny C jsou pfirozena ¢isla, kterd nabyvaji hodnot maximéalné 2 a mi-
nimalné 4. Takové Cislo ale neexistuje. MnoZina C je prdzdnd mnoZina a ta je
podmnozinou libovolné mnoziny. Plati C' C M.

d) Prvky mnoZiny D jsou celd Cisla, kterd jsou minimalné 2 a maximdlné 4. Vyctem

miZeme mnoZinu D popsat jako D = {2,3,4}, ¢ili D = M. Plati, Ze kazda
mnozina je svou podmnozinou. Plati D C M.

Definice 1.2.3. Rikdme, Ze mnoZiny A a B se rovnaji pravé tehdy, kdyz kazdy prvek
mnoziny B je i prvkem mnoZiny A a zdroven kazdy prvek mnoZiny A je i prvkem
mnoziny B, znatime A = B. Symbolicky piSeme:

B=A<=Vz:(reB<+<=zcA).

Rekneme, e mnoZiny A a B se nerovnaji pravé tehdy, kdyZ existuje prvek mnoZiny
B, ktery neni prvkem mnoZiny A nebo existuje prvek mnoZiny A, ktery neni prvkem
mnoziny B, znaime A # B. Symbolicky piSeme:
B#A<= (3z:(zre€BAxzgA))V(@xr:(x€ ANz & B))).
1.14. Kterd z ndsledujicich mnoZin je rovna mnoziné M = {2,3,4}?

a) A={neZ:1<n<4}

b) B={neR:2<n<4}

o) C={{2},{3},{4}}
Reseni:

a) Vidime, Ze mnoZina A obsahuje celd Cisla, kterd jsou v rozmez{ od 2 (jsou vétsi
nez 1) do 4. Vycet prvkd mnozZiny A je ndsledujici A = {2,3,4}.Plati A = M.

b) Mnozina B obsahuje pouze redlnd Cisla, kterd nabyvaji hodnot od 2 do 4. To-
muto popisu odpovidd nekone¢né mnoho redlnych ¢isel. Nekonecnd a konecna
mnozina se nemohou rovnat. Plati B # M.

¢) Prvky mnoziny C jsou jednoprvkové mnozZiny, nikoliv ¢isla. MnoZiny obsahujici
jiny typ prvkl se nemohou rovnat. Plati C' £ M.
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1.3 Mnozinové operace

Pro predstavu je dobré si operace zndzornit graficky pomoci tzv. Vennovych diagrama.

Definice 1.3.1. Primnik mnoZin A a B je mnoZina vSech prvku, které patfi do mnozZiny
A a zaroven do mnoziny B. Znacime A N B, graficky zndzornéno na Obrazku 1.1.
Symbolicky piSeme: ANB ={z:2 € ANz € B}

Obréazek 1.1: Prinik mnoZin A a B

Definice 1.3.2. Pokud je prinik mnoZin A a B prazdnd mnoZina (tj. A N B = (),
fikdme, Ze A a B jsou disjunktni mnoZiny. Graficky zndzorné€no na Obrazku 1.2.

O O
Obrazek 1.2: Disjunktni mnoZiny

Definice 1.3.3. Sjednoceni mnoZin A a B je mnoZzina vsech prvku, které patii alespon
do jedné z mnozin A, B. Zna¢ime A U B, graficky zndzornéno na Obrazku 1.3.
Symbolicky piseme: AUB ={z:z € AVx € B}.

Obrazek 1.3: Sjednoceni mnozin A a B
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Definice 1.3.4. Rozdil mnoZin A a B je mnoZzina vSech prvka, které patii do mnoziny
A a nepatii do mnoZiny B. Znatime A\ B, graficky znazornéno na Obrézku 1.4.
Symbolicky piSeme: A\B = {z: 2z € ANz & B}.

Piiklad 1.15 1.15.

Obrizek 1.4: Rozdil mnoZin A a B

Pro kazdou z nésledujicich dvojic mnoZin uréete AN B, AU B, A\B a B\ A.

a) A={3,6},B={1,2,3,4,5}

b) A={xeN:2<8},B=1{1,2,3,4,5}

) A={neN:n<2An<4},B={neZ:2<n<5}

Reseni:

a) AN B = {3}, protoZe &islo 3 se jediné vyskytuje v obou mnoZindch.
AUB ={1,2,3,4,5,6},toto je vyet vech &isel, kterd se vyskytuji bud’ v mno-
Ziné A nebo v B.
A\B = {6}, protoZe jeding ¢islo $est je v mnoZiné A, ale neni v mnoZiné B.
B\A = {1,2,4, 5}, protoZe tato &isla jsou v mnoZiné B, ale nejsou v mnoZiné A.

b) Nejprve pfevedeme mnoZinu A ze zdpisu pomoci charakteristické vlastnosti na
zépis vyctem. Plati A = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Nyni jiZ miZeme zjistit poZado-
vané vysledné mnoZiny:
ANB = {1,2,3,4,5}, AUuB = {1,2,3,4,5,6,7,8}, A\ B = {6,7,8},
B\ A=0.

¢) V tomto piikladu si musime dit pozor u vyhodnoceni mnoZiny A. Nepozorny

14

14.1.

a)
b)
©)
d)

¢tendf by si mohl vsugerovat, Ze mnoZiny A a B jsou stejné mnoZiny, Cili jejich
zépis vyctem je A = B = {2, 3,4}.OvSem v mnoZiné A je prvni vlastnost n < 2,

z Yz

¢ili existuji jen dvé prirozena ¢isla spliiujici tuto vlastnost, a to 1 a 2. MnoZina A
md tedy zdpis vyctem A = {2, 3}. MnoZinu B jiz vy¢tem zapiSeme snadno, a to
B ={1,2,3,4}. Potom jiZ lehce ziskime poZadovany vysledek:
ANB={2},AuB=1{2,3,4},A\ B={1},B\ A= {3,4}.

Cviceni
Mnoziny dané vyctem popiste charakteristickou vlastnosti.
A = {100, 101,102,103, 104}
B={-4,-3,-2,—-1,0,1}
C={-2,-1,0,1,2}

D ={3,6,9,12}
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1212
b= {Z’Z’S’S}
f) F=1{1,2,4,8,16}
1.4.2. Mnoziny dané charakteristickou vlastnosti zapiSte vyctem.
a) A={neN:10<n < 16}
b) B={ne€Z:|n| <3}

¢) C={neN:|n| <5}
1
d) D{n:nE,kdekG{l,Q,S}}
e) E={neN:n=23"kdek e {1,2,3,4}}

f)F:{neZ: g2ng4}

1
4
1.4.3. Kterd z mnozin je podmnoZinou mnoziny M = {1,2,3,4,5}?

a) A=1{2,3}

b) B ={1,2,3,4,5}

o) C={neN:1<n<6}

d D={neN:1<n<6}

e) E={neN:n=2k+1,kdek € {1,2}}

) F={2,3,{4}}
1.4.4. Kterd z mnoZin je podmnoZzinou mnoziny M = {n € Z : |3n| < 15}?

a) A={n€eZ:|2n| <15}

b) B={n€Z:|2n| < 10}

c) C={neN:|n| <5}

d) D=1{1,2,3}
e) E={5}
) F=0

1.4.5. Pro kazdou z dvojic mnozin uréete AN B, AU B, A\B a B\ A.
a) A=1{8,9,10,11}, B = {10,11,12,13}
b) A={8,9,10,11},B={neN:n <9}
c) A={n€Z:|4n| <16}, B={neN:n <9}

d A=N,B=7
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Vysledky cviceni

141a) A={neN:100<n<104}b)B={ne€Z:-4<n<l1l}e)C={ne
Z:-2<n<2}={neZ:n<2}d)D={neN:3<n<12An =3k,
kdek e N} e E={n:n=%kdek € {1,2},l € {4,5}} ) F = {n : n = 2F,
kde k € {0,1,2,3,4}} 1.4.2a) A = {10,11,12,13,14,15} b) B = {-2, 1,0, 1,2}
0 C={1,2,3,4,5}d) D={1,%,1}e) E={3,9,27,81} ) F = {-2,-1,0,1,2}
143a) ACMbB)BC Mc)CCMADLMe)ECMHFEF L MI144
A)AZMbD BCMc)CLMADCMeEZMHECMI145a)
ANB={10,11},AUB = {8,9,10,11,12,13},A\ B = {8,9}, B\ A = {12,13}
b) ANB = {8}, AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11},A\ B = {9,10,11}, B\ A =
{1,2,3,4,5,6,7}.¢0) ANB = {1,2,3},AUB = {—3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8},
A\B ={-3,-2,—-1,0},B\A = {4,5,6,7,8}.d) ANB =N, AUB = Z, A\ B = 0),
mnoZzina B\ A obsahuje v§echna celd zdpornd ¢isla anulu, tj. B\A = {x € Z : x < 0}



Kapitola 2

Kombinatorika

Kombinatorika je soucdsti finitni matematiky, kterd pojednava o vlastnostech konec-
nych mnozZin. Jak i z ndzvu kombinatoriky vyplyvd, zabyva se kombinovanim tak, jak
jej chapeme v bézném smyslu slova, 1épe feCeno usporddavanim dané mnoziny prvka
podle danych pravidel do jistych skupin a vypoctem poctu téchto skupin.

S kombinatorickymi tlohami se miZeme setkdvat jiz nékolik tisic let. Jako pfi-
klad mtizeme uvézt slavnou ¢inskou Knihu promén, kterd pochdzi z roku 2200 pr. n.
1. Jeji autofi se zde napiiklad zabyvali otdzkou, kolik trigrami a hexagram (tj. trojic,
respektive Sestic znakt Jin a Jang) je mozZné sestavit. Jinym piikladem [wil] je Londyn-
sky, neboli Rhinddv papyrus z Britského muzea v Londyné, ktery pochézi asi z roku
1650 pr.n.l. Tento staroegyptsky papyrus obsahuje 87 tloh, mimo jiné je zde feSena
nésledujici dloha:

~Mdme sedm domt, v kazdém domé je sedm kocek.
Kazda kocka zabije sedm mysi,
kazdd mys by seZrala sedm klasi pSenice,
z kazdého klasu by se vypéstovalo sedm méfic zrna.
Kolik méfic zrna jsme mohli vypéstovat?*

Obdoba této dlohy se objevuje v historii jes§t¢ mnohokrat v riznych obménach,
napiiklad Leonardo Fibonacci na pocatku 13. stoleti pise:

,.Sedm starych Zen jde do Rima,
kazd4 vede sedm mezkd,
kazdy mezek nese sedm pytld,

v kazdém pytli je sedm bochniki,
v kazdém bochniku je sedm nozd,
kazdy niz je v sedmi pochvéch.
Jaky je celkovy pocet vSech véci?*

Ve staré Indii fesili v 6. st. n. 1. napiiklad otazku o poctu riznych kombinaci, které mui-
Zeme ziskat ze Sesti zdkladnich chuti, ¢i poCet moZnosti v ptipad€, Ze chceme smichat
Ctyfi rizné viné ze 16 nabizenych.

V moderné;jsi dobé se kombinatorikou zabyval naptiklad BLAISE PASCAL, GOTTF-
RIED WILHELM VON LEIBNIZ ¢i JAKOB BERNOULLI v 17. stolet{, LEONHARD EU-
LER ¢i ABRAHAM DE MOIVRE v 18. stoleti. Nejbouilivéjsi rozvoj zaznamenala kom-

binatorika ve 20. stoleti, predev§im v souvislosti s rozvojem vypocetni techniky.

2.1 Matematické operace vyuzivané v kombinatorice
V kombinatorice se setkdvdme se dvéma specidlnimi matematickymi operacemi, a to

faktoridlem a kombina¢nim ¢islem. Nejprve si tedy obé operace definujeme a shrneme
jejich zékladnf{ vlastnosti.

27
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Definice 2.1.1. Faktoridl ¢isla

Faktoridl ¢isla je cislo, jenZ je rovno soucinu vSech prirozenych &isel, které jsou
mensi nebo rovny pravé tomuto Cislu. Faktoridl Cisla n znacime n!. Matematicky
tedy miizeme psat

nl=][i=n-(n-1)-(n-2)-...-1 2.1
1=1

Jak z definice vyplyva, faktoridl je moZno pocitat pro v§echna pfirozend ¢isla. Dale
je explicitné definovén faktoridl nuly roven jedné, tj.

0ol =1. 2.2)
Jak tedy vypocteme faktoridl ¢isla? Ukazme si nékolik prikladu.

=1

31=3-2-1=6

N=7-6-5-4-3-2-1=5040
100!=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=23628800
200=20-19-18-...-4-3-2-1=2432902 008 176 640 000

Jak vidime, faktorial velmi rychle roste. Na svych kalkulackéach si miizeme vyzkouset,
Ze jiz pro ¢isla mezi 10 a 20 budeme mit s pfesnym vypoctem faktoridlu problémy.

Priklad 2.1 2.1. Vypoctéte Z%.

Reseni: Jak z pfedchoziho vime, vypotet 50! ani 48! neni jednoduchy. Vysledné &islo je
tak vysoké, Ze jej kalkulacky neumi zobrazit. Jak si tedy poradime? Uvédomime si, co
vlastné Citatel a jmenovatel naSeho zlomku obsahuje. V obou téchto ptipadech se jedna
o soucin pfirozenych Cisel, viz vzorec (2.1). A v takovémto pfipadé, miZzeme aplikovat
kraceni zlomku. Jak tedy bude vypadat feSenf naseho prikladu?

50! 50-49 - (48-47-46-...-3-2-1) 50-49

= _ = 2450
48! 48-47-46-...-3-2-1 1

Jak vidime, se zdkladnimi znalostmi matematiky jsme byli lep$i neZ naSe kalkulacka
a nas priklad vypocitali ,,z hlavy*.

Priklad 2.2 2.2. Vypottéte gy

Reseni: Nemusime se lekat a piiklad vypotitime obdobné jako predchozi. Vypocet tedy
bude nasledujici

1000 100-99-98-(97-96-...-3-2-1)  100-99-98 75~11-49713475
97!-6! 97-96-...-3-2-1-6-5-4-3-2-1 6-5-4-3-2-1 2 o T
nebo-li

1000 100-99-98-97!  100-99- 98 _5~11-49_13475

971.6!  971-6-5-4-3-2-1 6-5-4-3-2-1 2 o e

Tak v tomto pfipadé uz jsme asi museli pouZzit k vypocCtu i papir, ale opét jsme byli
uspésnéjsi nez nase kalkulacky.

Priklad 2.3 2.3. Vypottéte 1%

Reseni: V podobnych piikladech je ¢astym postupem studentd nasledujici vypocet

10! 10!

5!+ 5 10!
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Bohuzel, jak je zndmo, i cesty do pekel jsou dldzdény dobrymi dmysly. I v nasem pii-
padé nés nas ,.dobry napad* dovedl do pekel. Kde jsme tedy udélali chybu? Nikdy
nesmime zapomenout na vzorec (2.1). Co ndm tento vzorec fikd? Musime postupovat
nésledujicim zptisobem

| | .0.8. .3.9. .0.8.7.
10! _ 10! _ 10-9-8-...-3-2-1 _ 10-9-8-7 6:151207
5! + 5! 25! 2:-5-4-3-2-1 2
nebo-li
10! 10! 10-9-8--7-6-5! 10-9-8-7-6
5/4+5!1  2.5! 25! 2 5120

Ponékud jind situace nastdva v pripadé, Ze se ve vypoclitdvaném vyrazu vyskytuji
proménné. UkaZme si vypocetni postup na nasledujicich ptikladech.

(n+2)!
(n+1)!"

2.4. Upravte vyraz

Reseni: Musime si uvédomit, Ze faktoridl neni moZno spoéitat pro libovolné &islo, ale
pouze pro pfirozend &isla a nulu. Proto vZdy, kdyZ jsou ve vyrazu proménné, musime
nejprve urcit defini¢ni podminky. Pro kazdy faktoridl budeme sklddat samostatnou pod-
minku a poté vSechny vytvorené podminky spojime. Podminka

n+2>0=>n>-2A(n+2)eN
plati pro prvni faktoridl (tj. faktoridl v Citateli zZlomku),
n+1>0=>n>-1A(n+1)eN

je podminka vytvorena pro druhy faktoridl (tj. faktoridl ve jmenovateli zlomku). Pozor,
musime si uvédomit, Zze 0! = 1, tedy ve jmenovateli nevadi, pokud n + 1 = 0. Nyni
podminky spojime. Ob€ podminky musi platit spolec¢né&, proto je spojime konjunkci.
Vysledna podminka je tedy n > —1 A n € Z. Teprve v tomto okamZiku miZeme
pristoupit k vlastni dpraveé vyrazu.

n+2)! (n+2)-(n+1)-n-...-3-2-1 n+2

- - —n+2.
(n+1)! (n+1)n-...-3-2-1 T

(n+1)!

2.5. Upravte vyraz eI

Reseni: Opét nejprve musime uréit defini¢ni podminky. Podminkan +1 > 0 = n >
—1 A (n+ 1) € No plati pro prvni faktoridl (tj. faktoridl v Citateli zlomku),n — 2 >
0=mn2>42A (n—2) € No je podminka vytvorend pro druhy faktoridl (tj. faktorial
ve jmenovateli zlomku). Vyslednd podminka je tedy n > 2 An € Z.

A jak bude vypadat vlastni iprava vyrazu? V podobnych piikladech opét studenti
Casto uvazuji chybné. Co je problémem? Spravné napsat nésledujici cleny souc¢inového
rozvoje faktoridlu (n — 2)!. Castou a pro studenty asi ,,pfirozenou* reakcf je nasledujici
uprava vyrazu

m=-2)=n-2)-(n—1)-...- L
BohuZel je to zcela Spatna tivaha. Musime si uvédomit, Ze v rozvoji faktoridlu se Cisla
postupné vzdy o jedni¢ku zmensuji, kdeZto v ,,naSem* rozvoji je (n — 2) o jednu mensi
neZ nésledujici ¢len (n — 1). Rozklad vyrazu (n + 1)! tedy obsahuje i ¢leny rozkladu
vyrazu (n — 2). Spravnd dprava vypad4 tedy nésledovné

(n—|—1)!:(n+1)-n-(n—1)-[(n—2)-(n—3)...-3-2-1]
(n —2)! n—2)-(n—3)-...-3-2-1
(n+1)-n-(n—-1)
1

znd—n.

Piiklad 2.4

Priklad 2.5
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Priklad 2.6 2.6. Reste rovnice s nezndmou n.

a) (n+8)!'=2-(n+7)!
b) (n+6)!=6-(n+4)

O (4t =16 g

Resent:

a) Nejprve musime urcit podminky feSitelnosti, tj. pro kterd n maji vyrazy obsazené
v rovnicich smysl. Plati ((n +8) > 0A (n+7) > 0) = n > —7. Dile jiz
miZeme pristoupit k vlastnimu feSeni.

n+8)!=2-(n+7)!

(n +8)! 5
(n+7)!
n+8=2
n=—6

Tato hodnota nezndmé n spliiuje podminku feSitelnosti, proto bude vyslednym
feSenim.

b) Opét musime urcit podminky fesitelnosti. Je ((n 4+ 6) > 0 A (n +4) > 0), tedy
n > —4. Déle pfistoupime k vlastnimu feSeni.
(n+6)!=6-(n+4)!
(n+6)!
(n+4)!
(n+6)-(n+5)=6
n® +11n+ 30 =6
n®+11n+24=0
n+8)-(n+3)=0

6

ny = —8
Ng = -3
Z téchto hodnot nezndmé n splituje podminku fesitelnosti pouze hodnotan = —3,

coZ bude jediné vysledné feSeni.

¢) Podminky fesitelnosti jsou ((n+4) > 0A(n+3) > 0A(n—3) > 0A(n—2) > 0),
tedy n > 3. Vlastn{ feSeni pak bude

(n+3)!- (n—3)!

(n+4)! =16 - =

n+4)!-(n—2)!
En—i—S;!-En—S;! =10
(n+4)-(n—2) =16
n?+2n—8=16
n?4+2n—24=0
n+6)-(n—4)=0

n1=—6

n2:4.

Z t€chto hodnot nezndmé n splituje podminku fesitelnosti pouze hodnota n = 4,
coz bude jediné vysledné feSeni.
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2.7. Reste nerovnice s nezndmou n. Priklad 2.7

a) (n+4)!>2-(n+3)!

(n—4)!
b) (n—6)! <12

o m+D)lnl—n+2)-(n=2)!4+6-(n—2)!-n! <0

ReSent:

a) Nejprve musime urcit podminky fesitelnosti, tj. pro kterd n maji vyrazy obsaZené
v nerovnici smysl. Plati ((n +4) > 0A (n +3) > 0) = n > —3. Dile jiz
muiZeme pristoupit k vlastnimu feSeni

n+4)!>2-(n+3)!
(n+4)!
(n+3)!

n+4

2

Y

2
—2.

AV

Nyni spojime toto feSeni s podminkou feSitelnosti, a tim ziskdme mnoZzinu vy-
slednych feSeni.n > —2 An > —3 => n > —2. MnoZinou vsech feSeni je tedy
mnoZina celych Cisel, kterd jsou veétsi nebo rovna hodnoté —2.

b) Opét musime nejprve urcit podminky feSitelnosti. Je ((n —4) > 0A (n — 6) >
0) = n > 6. Ddle pfistoupime k vlastnimu feSeni

n—4)!
ng
(n—4)-(n—>5) <12
n? —9n+20 <12
n?—9n+8<0
(n—8)-(n—1)<0

Vyraz na levé strané nabyva nulové hodnoty pro n € {1,8},jetedy 1 < n < 8.

Spojenim tohoto vysledku s podminkou feSitelnosti obdrzime mnozZinu vysled-
nych feSeni. Plati 1 < n < 8 An > 6 = n € {6,7,8}. Mnozina vSech feSeni
je tedy pouze tfiprvkova a obsahuje ¢isla 6,7 a 8.

¢) Podminky feSitelnosti jsou: (n+1) > 0An>0A(n+2) > 0A(n—2) > 0),
tedy n > 2. Vlastni feSeni pak bude

m+D)nl—m+2)!-(n=2)1+6-(n—2)!-n! <0
n+1)n-(n—-1)—(n+2)-(n+1)+6<0
nd—n?—4n+4<0

n—1)-(n—2)-(n+2) <0.

Vidime, Ze hodnoty 1, 2 a —2, které nuluji vyraz na levé strané posledni ne-
rovnice, rozdéluji vSechna redlnd &isla do Ctyf intervald, a to (—oo, —2), (=2, 1),
(1,2) a(2, 00). Pouze hodnota 2 a hodnoty z posledniho z téchto intervali spliiuji
podminku feSitelnosti. Proto staci vysetiovat platnost zadané nerovnice (resp. po-
sledni z upravovanych nerovnic) pro &islo dva a pro hodnoty z intervalu (2, c0).
K tomu sta¢{ dosadit libovolné ¢islo z tohoto intervalu do této nerovnice.

Do vyrazu (n — 1) - (n — 2) - (n + 2) dosadime za n napf. hodnotu 3 a obdrzime
(3—1)-(3—2)-(34+2) =10 > 0, nerovnice tedy neni splnéna. Proto tato ne-
rovnice nebude splnéna ani pro zadné jiné &islo ze zkoumaného intervalu (2, 0o).
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Jeste si vSak musime uvédomit, Ze vyraz na levé stran¢ posledni nerovnice na-
byva nulové hodnoty pro n = 2. Cislo 2 tedy bude jedinym vyslednym fesenim,
symbolicky zapsédno n € {2}.

Definice 2.1.2. Kombinacni ¢isla
Kombinacni &islo (7), ¢teme ,,n nad k*, je definovno vzorcem

n n!
<k> Tk (n—k) 2:3)

kde n, k jsou prirozend ¢isla nebo 0 a plati 0 < k < n.

Pro vypocet miizeme pouzit ponékud upraveny vzorec

(:)_n'(n—l)mé.!'(n—k-i—l) o

odvozeny nésledujicim zpisobem

W)=
notn—1)-...-2-1

k(k—1)-...21-(n—k) -(n—k—1)-...-2-1

n-n—1)-...-(n—k+1)-[(n—Fk)-...-2-1]
kE-(k—=1)-...-2-1-[(n—k)-...-2-1]

n-n—1)-...-(n—k+1)

B k! '

Shriime nyni ddlezité vlastnosti kombinaénich Eisel potfebné ve vypoctech.

(:)=(a2) e

nebot’
n B n! B n! _(n\.
(nk) T n—kl-ln—(m—k)]  E-(n—k)! (k)’
n n
()-()-
nebot’
n\ n!
(0) 0 (n—0)!
n! _(n\ n! 1
(n—0)!-0! (n) nl
n
(1) =n, 2.7
nebot’
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n n n+1
(k)+<k+1):<k+1)’n<k’ (2.8)

nebot’

(Z) * (k:i 1> Ty (:!_ BIRECETE [Z!— &+ 1]

n! 1 1
WGl ek T ErT
B n! n+1
Tk -G+ n—k) - (k+1)

B (n+1)! _(n+1
S k+D) - (n—k) (k+1)'

Neékteré vlastnosti kombinacnich ¢isel je moZno nazorné ukdzat pomoci nasledu-
jictho schématu, které se podle zndmého francouzského matematika, fyzika a filozofa
BLAISE PASCALA (1623-1666) nazyva Pascaliwv trojiihelnik.

Po vypocitani hodnot jednotlivych kombinacnich ¢isel ve schématu obdrZime jiny
tvar Pascalova trojihelniku

Vsimnéme si jedniCek na strandch trojuhelniku (vypovida o vlastnosti 2.6), syme-
tricnosti schématu (vypovida o vlastnosti 2.5) a zdroven jevu, kdy soucet dvou sou-
sednich Cisel v trojihelniki je roven ¢islu umisténému o ¥ddek nize ,,mezi“ obéma
s¢itanymi Cisly (vypovida o vlastnosti 2.8).
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vy 2

Ze znazornéného schématu mizZeme celkem rychle vypocitat dalsi fadky. Za po-
slednim uvedenym fadkem by ndsledoval fadek tykajici se kombinacnich Cisel

(- () -roe-
Qron (eenren
et O

Nyni si ukazme nékolik pfikladii na vypocet kombinacnich Cisel.

Priklad 2.8 2.8. Vypottite (Z).

Reseni: Nejdiive provedeme vypocet dle defini¢niho vzorce (2.3).

6\ 6-5-4-3-2-1 _6-5_ .
4)  4-3-2-1-(4-2)-(4-3) 2

MiZeme ale vyuzit nékteré vhodné vlastnosti kombinacnich Cisel, a tim se ndm vy-
pocet urychli. V naSem pripad€ nejprve vyuZijeme vlastnost (2.5) a poté aplikujeme

vzorec (2.4).
6 6 6-5
()= ()-57-

Je zfejmé, Ze oba zpisoby jsou rovnocenné a nezédlezi na naSem vybéru, ktery postup
zvolime.

® 1
Priklad 2.9 2.9. Vypotitejte ( 9080).

Reseni: V tomto piikladu je jiz vyhodn&jii vyuZit druhy z postupti ukdzanych v pred-
chozim prikladu. Zptsob vyuZivajici defini¢ni vzorec je sice také pouZitelny, ale vypo-
Cet bude neprehledny, a proto hrozi vypocetni chybou.

100 100 100 - 99
= = = 4.
(98) ( 2 ) 2.1 950

» 2 3 4 5
Priklad 2.10 2.10. Vyjddrete jedinym kombinaénim &islem soudet <2> + ( ) + ( > + ( >

2 2 2

Reseni: Z vlastnosti 2.6 vyplyvi, 7e (3) =1= (g) . Potom je

(6) G+ () ()= () G+ () )

Nyni pouZijeme opakované vzorec (2.8) a secteme vZdy prvni dva Cleny souctu

(6) ) () ()= () () ()= () ()= ()

Priklad 2.1 2.11. Upravte vyraz <n + 3) .

n+1

Reseni: Obdobné jako v piipadech prace s faktoridly si musime uvédomit, 7e ani kom-
binacni ¢islo neni moZno spocitat pro libovolna dvé ¢isla, ale pouze pro ptirozend ¢isla
a nulu, navic ¢islo uvedené ,,nahore* v kombinacnim ¢isle musi mit alespon tak vyso-
kou hodnotu, jako ¢islo ,,dole“. Proto vZdy, pokud jsou ve vyrazu proménné, musime
nejprve urcit definiéni podminku. Defini¢ni podminky jsou

n+3>0An+1>0An+3>n+1An€eN,
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tedy n > —1 An € N. Vlastni Gprava vyrazu za vyuZit{ vzorci (2.5) a (2.4) bude

(n+3) _ (n+3) (n+3)-(n+2)

n+1 2 )= 2

4

?
2.12. Upravte vyraz <n + ) . Priklad 2.12

Reseni: Nejprve vytvofime defini¢ni podminkun 4+2 > 0An +2 > 4 An € N, tedy
n > 2 A n € N. Vlastni Gprava vyrazu za vyuZiti vzorce (2.4) bude

4-3-2-1 24

<n+2) _ (n+2)-(n+1)-n-(n—-1) (n+2)~(n+1)~n~(n71)'
4

Pokud se zamyslime nad vypoclty jednotlivych pfikladi a zvlast€ nad vzorcem
(2.4), uvédomime si jedno pravidlo, a to, Ze pocet Ciniteld v Citateli zZlomku ve vypoctu
kombinaéniho ¢&isla je roven Cislu ,,dole” v kombina¢nim Cisle.

ntl ~
2.13. Urdete defini¢ni podminku ( : ) Priklad 2.13

ReSeni: Zésadn{ odlisnosti od predchoziho prikladu je, Ze ,,nahofe* v kombina¢nim
Cisle je vyraz obsahujici zlomek. Vime, Ze tento vyraz musi byt hodnotou pfirozené
¢islo nebo nula. Proto bude defini¢ni podminka vytvorena ndsledovné % > 0 a také
2l > 3 spolu s podminkou 24 € N,tedyn > 5An € NAIm € Z:n=2m — 1,
neboli n je liché pfirozené ¢islo s hodnotou alespoi 5.

2.14. Reste rovnice s nezndmou n. Priklad 2.14
) n " n n+1
a =
n—3 n—2 4
3
b) (n + ) 1
n-+1

a) Nejprve vytvofime podminku feSitelnosti, tj. uréime n, pro kterd maji vyrazy
obsazené v rovnicich smysl. Nasledujici podminky musi platit soucasné.
(n>0An—-3>0An>n-—23)
(n>0An—-2>0An>n—2)
(n+1>0An+1>4)
n €N,

Tedy n > 3 A n € N. Vlastni dprava rovnice za vyuziti vzorce (2.8) bude

n+1 n+1
n—2 4 )
Jestlize se rovnaji dvé kombinacni Cisla a zdroven se rovnaji i vyrazy ,,nahore*

v kombinacnich ¢islech, rovnaji se i hodnoty vyrazi ,,dole* v kombina¢nim &isle.
Proto plati rovnost n — 2 = 4 a z toho plyne n = 6.

Nesmime ale zapomenout na vlastnost (2.5). To znamend, Ze plati

(2= (e Sw) = (13)
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Priklad 2.15

Po dosazeni do rovnice dostdvame vztah

n+1\ (n+1
3 N 4 )
Tato rovnost vSak zjevné€ neni splnéna pro zadné n. Proto mdme pouze jediné
feSeni n = 6, které jsme vypocitali pred chvili. Poslednim krokem musi byt ové-

feni, jestli naSe feSen{ splituje defini¢ni podminku, kterou jsme urili na pocatku.
Ztejmé plati 6 > 3 A 6 € N, a proto bude n = 6 nase hledané feseni.

b) Podminka feSitelnosti bude (n +3 > 0An+1>0An+3 > n+ 1), tedy
n > —1 an musi byt celé ¢islo. Vlastni feSeni bude nasledujici

(n+3) _q

n—+1
n-+3

<(n+3 (n+1)

(”“’)

(n+3)- (n+2)

2

n?+5n+6=2
n?+5n+4=0
n+4)-(n+1)=0

ny = —4
No = —1.
Vidime, Ze podmince fesitelnosti odpovida pouze feSeni n = —1, toto tedy bude

jediné vysledné feSeni.

¢) Nejprve opét ur¢ime defini¢ni podminky feSitelnosti. Soucasné musi platit nésle-
dujici podminky: n +2 > 0,n > 0,n —2>0,n+2 > n,n > n — 2.Je tedy

z Mz

n > 2 an je celé Cislo. Vlastni feSeni miZeme provést napriklad takto
2
(") =2 ()
n n—2
n+2 n
=2- 4
(2= ()

(n+2)-(n+1) 72.n~(n71)
2 a 2
n?+3n+2=2n>-2n+38
n>—5n+6=0
n=2)-(n—3)=0

n1:2

+4

7?,2:3.

Vidime, Ze obé tato feSeni odpovidaji definicni podmince, proto bude mnoZina
vSech feSeni této rovnice dvouprvkova a bude obsahovat hodnoty 2 a 3, tedy
mizeme psit n € {2,3}.

2.15. Reste rovnice s neznamou 7.

2 ("3)=)
» (h13) 2 (023)
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ReSent:

a) Podminka feSitelnosti bude nésledujici (n+1>0An+1>3)=n>2an
musi byt celé ¢islo. Vlastni feSeni miZeme provést napiiklad pomoci této tivahy.
Regenim rovnice (') = (3) je zfejmé n odpovidajici vztahu n + 1 = 5, tedy

n = 4. Uvédomime-li si, Ze zména hodnoty ,,nahofe v kombinacnim Cisle se

projevi pouze v Citateli vypocetniho zlomku, a to tak, Ze se zvétSovanim jedné

z téchto hodnot narista i druhd a naopak. Z toho tedy vyplyvd, Ze vysledkem

zadané nerovnice jsou vSechna prirozend Cisla, kterd jsou vétsi nebo rovna 4.

MiZeme vsak postupovat i jinak, vice formalné

(n—4)- (n*+4n+15) > 0.

Je zfejmé, Ze vyraz ve druhém Ciniteli nabyva pouze kladnych hodnot. Aby byla
splnéna nerovnost, musi vyraz v prvnim Ciniteli nabyvat nezdpornych hodnot
n—4 > 0,tedy n > 4. Vidime, Ze vSechny tyto hodnoty odpovidaji podmince
feSitelnosti a budou tedy tvofit mnoZinu vSech vyslednych feseni.

b) Nejprve opét ur¢ime definicni podminky feSitelnosti. Néasledujici podminky musi
byt splnény soucasné.n+5 > 0,n+3>0,n—3>0,n—5>0,n+5>n+3,
n—3>n—>5,tedy n > 5 an je celé ¢islo. Vlastni feSeni bude ndsledujici

()22 (25)
SYE Y
(45 (n+4) , (n=3) (n-4)

2 2
n? +9n 420 > 2(n* — Tn +12)

n?—23n+4<0
(n—11,5) = 11,52 +4 <0
(n—11,5)% — 132,25+ 4 <0
(n —11,5)* — 128,25 < 0
(n —11,5)% — (1/128,25)> <0
(n— 11,5 — \/128,25) - (n — 11,5 + 1/128,25) < 0.
I bez pouziti kalkulacky vime, Ze plati 11 < /128,25 < 11,5,tedy 0 <n; <1

a 22 < ng < 23. Pokud tento fakt nevidime, miiZeme si ob€ n spocitat presné na
kalkulacce, ale pro dal$i vypocet nejsou presné hodnoty nutné.

Y

%

Nerovnice je splnéna pro vSechny hodnoty mezi obéma n. Pokud spojime tento
vysledek s podminkou fesitelnosti, vidime, Ze vyslednym feSenim je kazdé pfi-

rozené Cislo, které je v&tSi nebo rovno péti a mensi nebo rovno 22, tedy mtizeme
psitn € {5,6,7,...,21,22},nebolin € {n;n € NA5 <n < 22}.

2.2 Binomicka véta

V této kapitole si na zdkladé dosavadnich znalosti kombinatoriky odvodime obecny
vzorec pro n-tou mocninu dvojclenu a + b, kde n je pfirozené Cislo. Nejprve si vypiSme
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vzorce (a + b)™, pro n = 0, a n€kolik prvnich pfirozenych &isel n tak, jak jsme se je
ucili ve Skole

(a+b)° = 1

(a+b)t = a+b

(a+b)? = a? + 2ab + b?
(a+0)3 = a®+ 3a%b+ 3ab® + b.

Nyni si vypiSeme koeficienty ¢lentl v rozepsanych vzorcich

Mizeme si v§imnout podobnosti s Pascalovym trojihelnikem. V nasledujicim fadku
Pascalova trojihelniku nésleduji ¢isla

1 4 6 4 1
A opravdu jsou to koeficienty vzorce pro vypocet ctvrté mocniny dvojclenu a + b
(a+b)* = a* + 4ab + 6a%b* 4 4ab® + b*.

Véta 2.2.1 (Binomicka véta). Pro vSechna redlnd Cisla a, b a pfirozené islo n plati

n __ n n n n—1 n n—=2p2 n n—1 n n
(a+0) (O)a +<1)a b+<2>a b + +<n_1>ab +<n)b

n
— (”) an=it b, 2.9)
—o 2

K2

Vyjddiime-li vyraz (a + b)™ pomoci binomické véty, fikdme, Ze jsme utvofili bi-
nomicky rozvoj tohoto vyrazu, neboli Ze jsme jej rozvinuli podle binomické véty.

s

Kombinacni ¢isla v binomickém rozvoji nazyvame také binomickymi koeficienty.

Priklad 2.16 2.16. Pomoci binomické véty vypocitejte (z + 1)%.

Reseni: Dosazenim do vzorce (2.9) dostaneme

(x+ 1) = (g)-le—l—(lll)-x‘ll-l-i-(;i) -3042-12-1-(441) cx- 144
()
(e () atonn ()t () ot (2 1

=1-2*+4-22-14+6-22-1+4-2-14+1-1
:z4+4z3+6z2+4z+1.
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2.17. Pomoci binomické véty vypotitejte (z — v/2)°. Piiklad 2.17

ReSent:

(z = V3)® = (g) +(i’) .x4.(_¢§)+(g) - (—v2)
o) s () O+ ()
:1-x5+5~x4-(—\/§)+10-x3-<— )2+10~x2~(—\/§)3+

4 5
b5ea (—v3) +1- (—vE)
= 2° — 5v22% + 202° — 20v222 + 202 — 4V2

2.18. Pomoci binomické véty vypoditejte 1,026, Piiklad 2.18

Resent:
2 6
1,020 =14+ ——
0 <+100>
() e (O) s 2 (O e (2N () s (2)
—\0 1 100 2 100 3 100
6\ o, (2\" /(6 2\° /6 2 \°
18 == I I =
(@) () +6) 1 () +(6) (%)

2 4
=1-146-1°- — +15-1*. — +20-13

S

100 1002 TE
16 32 64
15-12. 1= 41.—=
+15 100t 91 1005 1 1000
12 60 160 240 192 64
—14 = — 1,126 162419264
* 700 T 1002 T 1005 T 1007 T 1005 1006~

Primym vypoctem napfiiklad na kalkulacce si miZeme ovéfit, Ze vysledek je spravny.

2.19. Urcete binomicky koeficient binomického rozvoje vyrazu (x2 + %)8, ktery ob- Priklad 2.19

sahuje vyraz z*.

ReSeni: Proi = 0,...,8 ma (i+1)-nf ¢len binomického rozvoje vyrazu (22 + %)8 tvar

(e ()

Upravou tohoto vyrazu dostdvame

8 i 3\ 8 o - 8 . o
() . (1‘2)8 . (_) — () . J;16 . $721 . 31 . If'b — () B 31 . 1‘16731.
1 x A q

Pozadujeme, aby hledany Clen obsahoval ¢tvrtou mocninu z, proto musi platit rovnost
216731 = 24 tedy 16 — 3i = 4.Z toho plyne i = 4. Pfisluiny ¢len m4 tvar

4
8 e 81
(4)-(552)8 t (;) =702 — =70-81-a% 2" = 5670z".

Hledany binomicky koeficient je 5 760.

2.20. Urcete binomicky koeficient binomického rozvoje vyrazu (x2 + %)8, ktery ob- Priklad 2.20

sahuje vyraz 25.

Reseni: Vidime, Ze zadéni ptikladu je tém&F totozné s pfedchozim. Reeni tady bude
totozné az do okamziku, kde zacneme pouZzivat vysi pozadované mocniny z. Nyni po-
7adujeme, aby hledany ¢len obsahoval §estou mocninu x, proto musi platit 216-3¢ = 2.6
atedy 16 — 3¢ = 6. Z toho plyne ¢ = %. Vysledné ¢ nenf prirozené ¢islo ani 0, coz
je v rozporu s faktem, Ze ¢ urcuje poradi néjakého ¢lenu binomického rozvoje. Hledany

binomicky koeficient proto neexistuje.



40

KAPITOLA 2. KOMBINATORIKA

Priklad 2.21

Priklad 2.22

Priklad 2.23

Priklad 2.24

2.3 Kombinatoricka pravidla

V kombinatorice jsou vyuZivana dvé zdkladn{ pravidla, a to kombinatorické pravidlo
souctu a kombinatorické pravidlo sou€inu. Ob¢ tato pravidla jisté¢ vSichni zndme i bez
znalosti kombinatoriky. PouZivdme je v béZném Zivoté zcela automaticky, aniZ si to
uvédomujeme.

Véta 2.3.1. (Kombinatorické pravidlo souctu) Jsou-li A1, As, ..., Ay, konecné mnoZiny,
které maji po radé ni,nas, ..., ng prvkit, a jsou-li kazdé dvé disjunkini (tj. nemaji Zddny
spoleny prvek), pak pocet prvkio mnoZiny A1 U AsU...U Ay, je roven ng +ng+ ... +ng.

Moznéa nékoho mizZe zarazit a odradit vySe uvedeny matematicky zapis tohoto
pravidla, ukdzeme si jej tedy na ndzorném piikladu a uvidime, Ze je opravdu velmi
trividlni.

2.21. Mame tii jablka, dvé hrusky, pét Svestek a deset tfesni. Kolik kusti ovoce mame?

Reseni: Uz vidite trividlnost celého problému? Jen pro pofadek, vidime, Ze v nasem za-
déni mame Cty¥i disjunktni mnoziny, tedy k = 4 a ddle vidime, Ze pocty prvki jednotli-
vych mnoZin jsouny = 3,ne = 2,n3 = 5,n4 = 10.1dité ze zdkladni Skoly by vypoci-
talo, Ze celkovy pocet ovoce je souctem jednotlivych hodnot,Cilin =3+24+54+10 =
20. Celkem mame 20 kust ovoce.

Véta 2.3.2. (Kombinatorické pravidlo soucinu) Pocet vSech usporddanych k-tic, je-
jichZ prvai &len lze vybrat ny zpiisoby, druhy clen po vybéru prvniho ¢lenu no zpit-
soby atd. aZ k-ty ¢len po vybéru vSech predchdzejicich Clenit ny zpiisoby, je roven
ny-ng - ... -Ng.

Opét si pro nazornost uvedeme piiklad.

2.22. Mame tfi divky a dva hochy. Kolika zptisoby miZeme vybrat dvojici divka +
chlapec?

Reseni: Mé&jme napiiklad tfi divky se jmény Eva, Iva a Jana a dva chlapce se jmény
Jifi a Jan. Eva muze tvofit dvojici bud’ s Jifim nebo s Janem, tedy miiZze byt lenkou
dvou dvojic. Iva opét mize tvorit dvojici bud’ s Jifim nebo s Janem, tedy miZe byt
Clenkou opét dvou dvojic. Stejné tak i Jana. Mame tedy pro kazdou ze tif divek dvé
mozné dvojice, proto jiZ umime vypoctat celkovy pocet moznych dvojic,ato 3 -2 = 6.

Pro presnost, v naSem prikladu bylo n; = 3 ane = 2 atedy ny - ny = 6. Celkem
miZeme vybrat 6 dvojic.

2.23. Héazime Ctyfmi mincemi. Na kazdé z nich mize padnout panna, nebo orel. Kolik
existuje riznych moZnosti, jaky bude vysledek hodu ¢tvefici minci?

Reseni: Vidime, 7e n1 = 2,1y = 2,n3 = 2,n4 = 2. Celkovy pocet trojic lze vypo&itat
jakong -mg-ng-ng =2-2-2-2=16. Hod mize dopadnout 16 rtiznymi zpGsoby.

Je tomu opravdu tak? Jak bychom problém mohli vyfesit bez znalosti vzorce pro
pravidlo soucinu? Jsou dvé moZnosti, co padne na prvni minci, panna, nebo orel. Po-
kud na prvni minci padla panna, opét existuji dvé moZnosti, co padlo na druhé minci.
Takto muiZeme pokraCovat ve vypisu vSech mozZnosti. Asi prehlednéji je to vidét na
Obrazku 2.1. Z néj je jasn€ vidét, Ze opravdu muZe nastat 16 vysledku.

2.24. Studenti si v 1. ro¢niku mohou vybrat jeden z nabidky péti volitelnych predméta,
v 2. ro¢niku je nabizeno Sest jinych pfedmétid a ve 3. ro¢niku osm. Kolika zptisoby si
mizZe student vybrat trojici pfedméti - v kazdém roce jeden?

Reseni: Vidime, 7e n; = 5,ny = 6,n3 = 8. Celkovy po&et trojic Ize vypo&itat jako
ny-ng-ng = 5-6-8 = 240. Student si mize vybrat 240 riznych kombinaci trojic
predmétu.
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Obrazek 2.1: Grafické feSeni prikladu 2.23, Cerné je vyznacen orel, bile panna.

24 Variace, permutace, kombinace

V této Casti si rozebereme rizné druhy dloh z oblasti kombinatoriky. Nejprve si uka-
Zeme klasifikaci téchto dloh a poté se budeme zabyvat kazdym z typti kombinatorickych
uloh zvlast'.

Jak jiz bylo v dvodu kapitoly uvedeno, kombinatorické dlohy se zabyvaji uspo-
faddvanim dané mnoziny prvkid podle danych pravidel do jistych skupin a vypoctem
poctu téchto skupin. Jak tedy toto uspordddvani miZe vypadat? Pokud se mame roz-
hodnout, o jaky typ dlohy se v naSem ptipadé jednd, musime si nejprve uvédomit, jestli
se usporadavané prvky ve vznikajicich skupindch mohou vyskytnout vicekrat, ¢i niko-
liv. Pak mluvime o tloze s opakovanim, respektive bez opakovani.

Dile také musime sledovat, jestli zdleZi na pofadi prvkd ve skupiné, ¢i nikoliv.
V pfipadé€, Ze na potadi zdleZi, tj. napfiklad ABC je néco jiného neZ CBA, pak mluvime
o tzv. variacich. V ptipadé€, Ze na potadi nezéleZi, tj. napiiklad 14243 je to samé co
3+2+1, mluvime o tzv. kombinacich.

Madme tedy Ctyfi zdkladni typy kombinatorickych uloh - variace bez opakovani,
variace s opakovanim, kombinace bez opakovani a kombinace s opakovanim.

Diéle si musime jesté uvédomit pocet prvki v pivodni mnoziné (budeme znacit n)
a také pocet prvki ve vznikajicich skupindch (budeme znacit k). Pak budeme fikat, Ze
se jednd o tlohu k-té tiidy z n prvki.

Posledni informace pred zdvéreCnym piehlednym seznamem vsech typt tloh je
upozornéni, Ze v piipade€ variaci n-té tfidy z n prvk (tedy plati n = k), mluvime o tzv.
permutacich. Zavérecny prehled je tedy nasledujici.

e variace k-té tfidy z n prvkl bez opakovani

e variace k-té tfidy z n prvki s opakovanim

e permutace z n prvki bez opakovani

e permutace z n prvki bez opakovani

e kombinace k-té tfidy z n prvkl s opakovanim

e kombinace k-té tfidy z n s opakovanim
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Priklad 2.25

Priklad 2.26

Urceni, Ze se jednd o tlohu bez opakovani, bude brano implicitné, tj. pokud nebude
upresnéno, zda se jednd o tlohu s opakovanim, nebo bez néj, budeme vZdy uvazovat
ulohu bez opakovani.

Definice 2.4.1. Variace k-té tfidy (neboli k-Clennd variace) z n prvki je usporadana
k-tice sestavena z téchto n prvki tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.
Pocet vech takovychto variaci zna¢ime Vi (n) a vypocitime jej dle vzorce

n!

(2.10)

Z ptredpokladi Véty 2.4.1 je zfejmé, Ze musi platit nerovnost k& < n.

2.25. Kolik riznych trojcifernych &iselnych kédi Ize sestavit z &islic 1,2, 3, 4? Zadna
7 Cislic se nesmi v kodu opakovat.

Reseni: Ze zadani vidime, 7e se Zadny prvek nesmi ve vzniklé skupiné opakovat, proto
se bude jednat o tlohu bez opakovani. Navic vidime, Ze ziejmé kod 123 je jiny kéd nez
kéd 321, tedy zéleZi na poradi prvki, a proto se jednd o variace. Dédle si uvédomime, Ze
miZeme vybirat ze Ctyf prvki, tedy n = 4, a Ze vznikajici skupina ma mit tfi prvky, ¢ili
k = 3. Budou nds tedy zajimat variace tret{ tfidy ze Ctyf prvki bez opakovani. Pocet
variaci vypocitdme za vyuZiti vzorce (2.10) nasledovné.

40 4-3.2.1

(4-3)! 1 24

Vs(4) =

Je to opravdu spravné? Jak si miZzeme vypocet ovéfit? Jak bychom mohli postupovat
pfi zjist ovani poctu moznych kédt bez znalosti vzorce (2.10)?

Mohli bychom si napriklad vypsat vS§echny mozZnosti. Abychom v Zddném piipadé
néjakou z moznosti nevynechali, musime dodrZet uréity systém. Jednim z mozZnych
systémi je nasledujici postup

Vidime, Ze v§ech moZnych variaci je opravdu 24.

2.26. Sportovniho turnaje se zicastnilo 7 zdvodniki. Kolika zpiisoby mohou byt v tomto
turnaji obsazeny stupné vitézu?

Reseni: Ze zadani piikladu je ziejmé, Ze se 74dny prvek (tj. zdvodnik) nesmi ve vzniklé
skupiné opakovat (tj. nemtize stit pfi daném vysledku turnaje dvakrat na stupnich vi-
t€zd), proto se bude jednat o tlohu bez opakovani. Navic vidime, Ze zfejmé je jiné
obsazen{ stupnt vitézi, pokud bude dany zdvodnik na prvnim misté, ¢i na misté tfetim,
tedy zdlezi na potadi prvkd, a proto se jednd o variace.

Dile vidime, Ze miZeme vybirat ze sedmi prvki, tedy n = 7, a Ze vznikajici sku-
pina ma mit tfi prvky, ili £ = 3. Budeme tedy pracovat s variacemi tfeti tfidy ze sedmi
prvki bez opakovéni. Pocet variaci vypolitdme za vyuZiti vzorce (2.10) nasledovné

7 7-6-5-4-3-2.1 7-6-5

Va(7) = (7—3)1 ~ 4-3-2-1

= 210,

nebo-li
= 210.

7 76541 7-6-5
C(7=-3) 4! 1
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MiZeme vSak pouzit i jinou Gvahu, a tim i jiny postup feSeni. Je zfejmé, Ze prvni misto
na stupnich vitézi muize byt teoreticky obsazeno libovolnym ze sedmi zdvodnikd, tj.
existuje sedm moznosti vybéru. Pfi obsazovani druhého mista uZ musime byt opatr-
néjsi, protoZe ten zavodnik, ktery jiZ obsadil prvni misto, nemtiZe byt zdroven na misté
druhém. Mdame proto uz jen Sest moznosti vybéru. Obdobnou tivahu pouZijeme pfi ob-
sazovani tfettho mista a vidime, Ze existuje pét moZnosti vybéru. Jednotlivé tfi vy-
béry miZzeme kombinovat tak, jak jsme si popsali vyse pfi vysvétlovani kombinatoric-
kého pravidla soucinu. Proto jednotlivé pocty moznosti vybéru mezi sebou vynasobime
7-6-5=210. Vidime, Ze v§ech moZnosti obsazen{ stupiili vitézi je opravdu 210.

2.27. Kolik riznych vlajek skladajicich se ze tif vodorovnych riznobarevnych pruht
miZeme vytvorit, pokud mame k dispozici latku v barvach bila, modra, Cervena, zluta,
zelend a Cernd?

Reseni: Mame tvorit vlajky ze ti riiznobarevnych pruhi, proto se Zadny prvek (tj.
barva) nesmi ve vzniklé skupin€ opakovat, jednd se tedy o tlohu bez opakovani. Ze
Zivota vime, Ze 1 Francie i Rusko maji vlajky sloZené z bilého, ¢erveného a modrého
vodorovného pruhu, a pfesto nemaji stejné vlajky, zaleZi tedy na potadi prvki, a proto
se jednd o variace.

Madme k dispozici 14tky Sesti barev, proto n = 6, a vime, Ze vznikajici skupina ma
mit tfi prvky, Cili £ = 3. Budeme se tedy zajimat o variace tfeti tfidy ze Sesti prvki bez
opakovani. PoCet variaci vypocitime za vyuziti vzorce (2.10) nasledovné

6!  6-5-4-3-2-1 6-5-4

%(6):(6—3)!* 3-2-1

= 120.

vy

Nékomu se miZe zdat jednodussi postup pomoci kombinatorického pravidla soucinu.
Je zfejmé, Ze prvni pruh na vlajce miZe mit libovolnou ze Sesti barev, tj. existuje Sest
moznosti vybéru. Druhy pruh uz mizeme usit jen z latek péti barev a tfeti pruh jen
z latek Ctyt barev. Jednotlivé poCty moZnosti vybéru mezi sebou vyndsobime, a tim
obdrzime celkovy pocet vlajek 6 - 5 - 4 = 120.

Definice 2.4.2. Variace k-té tfidy (neboli k-Clenna variace) z n prvkua s opakovd-
nim je usporadand k-tice sestavena z téchto n prvkl. Pocet vSech takovychto variaci
znatime V}/(n) a vypocitime jej dle vzorce

Vi(n) = nF. (2.11)
Na rozdil od variaci bez opakovani nemusi nutné€ byt k < n, ale mize byti k > n.

2.28. Kolik riznych Ctyfcifernych ¢iselnych koda 1ze sestavit z Cislic 1 a 2?

Reseni: V zadéani nenf Z4dné omezent tykajici se ndsobnosti &islic ve vysledném kédu,
proto miizeme uvazovat i naptiklad k6d 1111. Bude se tedy jednat o dlohu s opakova-
nim. Déle vidime, Ze ziejmé kéd 1122 je jiny kéd nez kéd 2211, zéleZi tedy na poradi
prvkd, a proto se jednd o variace.

Uvédomime si, Ze miZzeme vybirat ze dvou prvku, proto n = 2, a Ze vznikajici
skupina ma mit Ctyfi prvky, ¢ili k£ = 4. Budeme tedy pracovat s variacemi tfeti tfidy ze
Cty¥ prvkd s opakovanim. PoCet variaci vypocitame za vyuziti vzorce (2.11) ndsledovné

Vi(2) = 2* = 16.

Jiny zpisob vypoctu by mohl byt s vyuzitim kombinatorického pravidla souinu. Vi-
dime, Ze prvni ¢len kédu miZeme vybrat ze dvou mozZnosti. Stejné tak druhy, tfeti
i ¢tvrty Clen. Po vyndsobeni vSech pocti moznosti dostavame nasledujici vypocet, ktery
ndm davé stejny vysledek jako predchozi postup

2.-2-2-2=16.

Priklad 2.27

Priklad 2.28
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Priklad 2.29

Priklad 2.30

Je to opravdu spravné? Jak si miZzeme vypocet ovéfit? Jak bychom mohli postupovat
pfi zjist ovani poctu moznych kédt bez znalosti vzorce (2.11)?

Tak jako v piipadé variaci bez opakovani si miZzeme napiiklad vypsat vSechny
moznosti. Opét si musime dét pozor, abychom néjakou z moznosti nevynechali, a proto
musime dodrZet urCity systém.

(1,1,1,1) (2,1,1,1)
(1,1,1,2) (2,1,1,2)
(1,1,2,1) (2,1,2,1)
(1,1,2,2) (2,1,2,2)
(1,2,1,1) (2,2,1,1)
(1,2,1,2) (2,2,1,2)
(1,2,2,1) (2,2,2,1)
(1,2,2,2) (2,2,2,2)

Vidime, Ze vSech moZnych variacf je opravdu 16.

2.29. Kolik riznych pétipismennych slov miiZzeme teoreticky sestavit (za pfedpokladu,
7e abeceda md 26 pismen a Ze slova nemuseji mit Zadny smysl)?

Re§eni: V zadani neni zadné omezeni tykajici se ndsobnosti pismen ve slové a zndme
slova, kde se jedno pismeno vyskytuje vicekrit. Bude se tedy jednat o tlohu s opakova-
nim. Napfiklad existuje slovo ,.klopa“, ale i slovo ,,polka“, zalezi tedy na poradi prvki,
a proto se jednd o variace.

Dale vidime, Ze miizeme vybirat z 26 prvkd, proto n = 26, a Ze vznikajici skupina
ma mit pét prvkd, ¢ili & = 5. Budeme si tedy v§imat variaci paté tfidy z 26 prvku
s opakovanim. Pocet téchto variaci vypocitime za vyuziti vzorce (2.11) nasledovné

VZ(26) = 26° = 11 881 376.

Opét tu existuje i jiny pristup k feSeni, a to kombinatorické pravidlo souinu. V kazdém
z péti mist ve slové miizeme vybirat z 26 pismen. Pokud jednotlivé polty moznosti
vybéru mezi sebou vyndsobime, dostaneme ndsledujici vypocet

26-26-26-26-26 =11881376.

Vidime, ze vSech riznych slov je 11881376.

2.30. Ve hie ,,Clovéce nezlob se* jsme hodili &ty¥ikrat hraci kostkou. Kolik je réiznych
moZznosti, jaké hodnoty ¢isel ndsledovaly v hodech za sebou?

z Yz

Reseni: Je ziejmé, 7e ve vice hodech miize padnout stejné &islo. Bude se tedy jednat
o tlohu s opakovanim. Je rozdil, jestli naptiklad v prvnim hodu padla Sestka a v druhém
jednicka (tj. nasadili jsme novou figurku a pak jsme ji posunuli na sousedni policko), ¢i
naopak (tj. nejdiive jsme né€jakou figurkou posunuli o jedno pole a pak nasadili novou fi-
gurku), tedy zdleZi na poradi prvki, a proto se jedna o variace. Dile vidime, Ze miZeme
vybirat ze Sesti prvkid (v kazdém hodu mtize padnout ¢islo jedna az Sest), proto n = 6,
a ze vznikajici skupina ma Ctyfi prvky (Ctyti hody), ¢ili £ = 4. Budeme tedy pracovat
s variacemi Ctvrté tiidy ze Sesti prvkl s opakovanim. Pocet téchto variaci vypocitame
za vyuZiti vzorce (2.11) nasledovné

V,(6) = 6* = 1296.

Postup s vyuzitim kombinatorického pravidla soucinu je nasledujici. V kazdém ze Ctyt
hodd miiZe padnout 6 moznosti. Pokud jednotlivé pocty moznosti mezi sebou vyndso-
bime, dostaneme vypocet 6 -6 -6 - 6 = 1296. Vidime, Ze v§ech riznych mozZnosti, jaké
hodnoty Cisel ndsledovaly v hodech za sebou, je 1296.
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2.31. Kolik miizeme vytvorit riznych k6dd Morseovy abecedy, které maji maximaln{
délku Ctyti?

Reseni: Tento piiklad je ponékud odli$ny od predchozich. V ¢em se 1isi? Nemdme da-
nou presnou pozadovanou délku vytvareného Tetézce, ale horni omezeni této délky.
Musime tedy feseni pfikladu rozdélit do n€kolika Casti. V prvni ¢asti vypocitime po-
Cet kodu délky jedna, v druhé Casti délky dvé atd. Je zfejmé, Ze jednotlivé Casti jsou
disjunktni (tj. nemtiZze souCasné nastat, Ze by kéd mél dvé rizné délky). Miizeme tedy
vyuzit kombinatorické pravidlo souctu a celkovy pocet spocitdme jako soucet vysledkt
jednotlivych ¢ésti.

Je zfejmé, Ze vypoclet pottu kédi v jednotlivych ¢astech bude obdobny. Proto si
muzeme postup vysvétlit pouze na jedné z nich, a to naptiklad na té nejslozité;jsi - ctvrté
Casti. PoCitdme tedy pocet rtiznych kédd Morseovy abecedy, které maji délku Ctyfi.

MiZeme si pfipomenout, Ze Morseova abeceda se skldda ze dvou znakd, a to tecky
a Carky. Vime, Ze existuji kody sklddajici se z vice stejnych znakd, bude se tedy jednat
o tlohu s opakovénim. Je ziejmé, Ze zédleZi na potadi prvki, a proto se jednd o variace.

Jak jsme uZ uvedli, mizeme vybirat ze dvou prvki (tecka-Carka), proto n = 2,
a Ze vznikajici skupina ma Ctyfi prvky, Cili £ = 4. Budeme tedy pouZivat variace ctvrté
tiidy ze dvou prvki s opakovanim. PoCet variaci vypocitime za vyuZiti vzorce (2.11)
néasledovné

Vi(2) = 2* = 16.
Obdobné bychom odvodili postup pro vypocet poctu i v ostatnich ¢astech
Vi(2) =2 =8 Vy(2) =22 =4 V/(2)=2'=2.

A jak uz jsme pted chvili zminili, vysledny pocet spocitame jako soucet vysledkl v§ech
Ctyt Casti, 2 + 4 4+ 8 + 16 = 30, tedy celkovy pocet vSech kédd Morseovy abecedy,
které maji maximalni délku Ctyfi, je 30.

Definice 2.4.3. Permutace z n prvku je usporadand n-tice sestavend z téchto prvku
tak, Zze kazdy se v ni vyskytuje pravé jednou. Pocet vSech takovychto permutaci
znalime P(n) a vypocitdme jej dle vzorce

P(n) =nl. (2.12)

Predchozi definici miZeme formulovat i jinak, a to na zakladé definice variaci.
Permutace z n prvki je kazda variace n-té tfidy z téchto n prvka.

2.32. Ctyri bé€Zci se ucastni zadvodu. Kolik existuje moZnosti kone¢ného potradi?

Reseni: Kazdému bézci bude pfifazeno jedno poradi, ziejmé neni mozno, aby jeden
zavodnik byl zaroven na dvou riznych mistech. Jedna se tedy o dlohu bez opakovani.
Zaroven je jasné, ze zalezi na poradi prvki (tj. zdvodnikil), a proto se jednd o variace.

Vybirdme ze Ctyt prvki, tedy n = 4, vznikajici skupina md mit Ctyfi prvky, Cili
k = 4. Je vidét, Ze k = n, budou nas zajimat permutace ze Ctyf prvki bez opakovani.
Pocet permutaci vypocitdme za vyuziti vzorce (2.12) nasledovné

P4)=41=4.3.2.1=24,

Jiny zplisob vypoctu by mohl byt s vyuZzitim kombinatorického pravidla soucinu. Vi-
dime, Ze prvnimu zdvodnikovi midZeme pfisoudit kterékoliv ze Ctyf kone¢nych umis-
téni, druhému uZ jen tfi, protoZe jedno z mist uz je obsazeno prvnim zavodnikem. Ob-
dobnymi tivahami bychom dosli k zdvértim, Ze tfetimu zdvodnikovi miZeme pfisoudit
uz jen dvé umisténi, aZ na posledniho, ¢tvrtého zdvodnika uz zbylo pouze jediné, vynu-
cené poradi bez moZnosti volby. Po vyndsobeni v§ech poctd moznosti dostdvame ndasle-
dujici vypocet, ktery ndm dava stejny vysledek jako pfedchozi vypocet4-3-2-1 = 24.

Priklad 2.31

Priklad 2.32
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Opét si ukazeme, jak si mizeme vypocet ovéfit bez znalosti vzorce (2.12). Tak jako

v predchozich pfipadech si mtizeme napiiklad vypsat v§echny moznosti.

1—A,2-B,3-C,4— D)
1-A2-B,3-D,4-0C)
1-A2-C,3-B,4— D)
1—A,2—C,3-D,4— B)
1-A,2-D,3-B,A-C
1-A,2-D,3-C,4—B

1-B,2-A,3-D,4-C
1-B,2—C,3—A,4—D

(1-C,2—A,3-B,4—D
1-C,2—A,3-D,4—B
1-C,2-B,3—A,4-D
1-C,2-B,3-D,4— A
1-C,2-D,3-A,4—B

1-D,2-A,3-C,4—B
1-D,2-B,3—-A,4-C

Priklad 2.33

Priklad 2.34

1-B,2-C,3-D,4— A
1-B,2-D,3—A,4-C

)

)

)

)

)

1-C,2—-D,3—B,4— A)
)

)

)

)

)
1-B,2-D,3-C,4—A )

(
( (
( (
( (
( (
( (
(1-B,2-A3-CA4-D (1-D,2-A3-B4-C
( (
( (
( (
( (
( (

1—- D 2-C,3—- B 4-A
Vidime, Ze v§ech moZnych permutaci je opravdu 24.

2.33. Kolika zptisoby miiZeme uspoiadat v policce sedm riiznych knih?

Reseni: Kazdé knize pfidélime jedno poradi od zatitku police, zfejm& neni mozno,
aby jedna kniha byla zdroven na dvou riznych mistech. Jednd se tedy o tlohu bez
opakovani. Zaroven je jasné, Ze zdleZi na potadi prvka (tj. knih), a proto se jednd
o variace. Vybirame ze sedmi prvki, tedy n = 7. Déle si uvédomme, Ze vznikajici
skupina ma mit sedm prvkd, ¢ili £ = 7. Je vidét, Ze £k = n, budeme tedy pracovat
s permutacemi ze sedmi prvkl bez opakovani. PoCet permutaci vypocitdme za vyuZiti
vzorce (2.12) nasledovné

P(My=7'=7-6-5-4-3-2-1=15040.

Opét mizeme zvolit i druhy zplsob s vyuZitim kombinatorického pravidla soucinu.
Vidime, Ze prvni knize mtzeme prisoudit kterékoliv ze sedmi umisténi, druhé uz jen
Sest, protoZe jedno z mist uZ je obsazeno prvni knihou. Obdobnymi tivahami bychom
dosli k zavériim, Ze tret{ knize miZeme pfisoudit uZ jen pét umisténi, a tak ddle, aZ na
posledni, sedmou knihu uZ zbyde pouze jediné, vynucené poradi bez moZnosti volby.
Po vyndsobeni vSech poctd moZnosti dostdvame nésledujici vypocet, ktery nam déva
stejny vysledek jako predchozi vypocet

7-6-5-4-3-2-1=>5040.
Knihy mdZeme usporadat 5 040 zpisoby.

2.34. Ve tridé je 15 zaku, 9 divek a 6 hochl. Ze tfidy vychazeji v fadé po jednom,
nejdiive vSechny divky a potom vsichni chlapci. Kolika rdznymi zptisoby mohou vy-
chazet?

Reseni: Nejdiive vychazeji viechny divky. Obdobné jako v pfedchozich dvou piikla-
dech bychom usoudili, Ze pocet riznych formaci, ve kterych mohou ze tiidy vychazet
divky, se bude pocitat jako pocet permutaci z 9 prvkd. Poté budou vychézet vSichni
chlapci a pocet formaci chlapct spocitime jako pocet permutaci ze 6 prvki. Ke kazdé
formaci divek mzeme pfiradit kazdou z formaci hochd, a proto mizeme vyuzit kom-
binatorického pravidla o soucinu a vyndsobit vzdjemné oba pocty permutaci. Vypocet
tedy bude
P9)- P(6) =9!-6!= 362880720 = 261 273 600.

Pokud bychom zvolili druhy zptisob s vyuzitim kombinatorického pravidla soucinu,
musime si uvédomit, Ze na prvnim misté¢ miZe vyjit kterédkoliv z deviti divek, druhém uz
jen jedna ze zbyvajicich osmi divek, protoZe jedna divka uZ vysla. Obdobnymi tvahami



2.4. VARIACE, PERMUTACE, KOMBINACE

47

bychom dospéli az k tvaze, Ze na devatém misté vyjde posledni z divek (tedy bez
volby). Obdobné dvahy udéldme i pro dalsi mista. Na desatém misté mlize vychazet
libovolny ze Sesti chlapci, na jedenactém uz jen jeden z péti zbyvajicich a na poslednim
patnictém misté musi vyjit posledni ze Sesti chlapcii (opét bez moznosti volby). Po
vynasobeni vSech po¢tli moznosti dostdvame nasledujici vypocet, ktery nam dava stejny
vysledek jako predchozi vypocet

9-8-7-6-5-4-3-2-1-6-5-4-3-2-1=261273600.

Zéci mohou vyjit ze tfidy 261273 600 zpiisoby.

Definice 2.4.4. Permutace s opakovdnim z n prvku je usporddand k-tice sestavend
z téchto prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje aspon jednou. Pocet vSech takovychto
permutaci znatime P’ (ky, ka2, ..., k,),kde k1, ko, . . ., k, znali pocty vyskyti kaz-
dého z n prvki, a vypocitdme jej dle vzorce

(k1 + ka2 + ... + En)!

Pl(ky, k... k) =
(1, k2 ) Bl kol - Ky

(2.13)

2.35. Kolik riznych ,,slov miZeme sestavit pfemist’ovanim pismen slova ABBA?

Reseni: Vidime, Ze chceme zjistit pocet riiznych poradi danych prvki, tj. po&et permu-
taci. Na rozdil od pfedeslych piikladi, se v nabidce prvky vyskytuji dvakrat. Nemame
Ctyfi znaky na vybér, ale pouze dva. Nebude se proto jednat o permutace ze 4 prvka
(4 = pocet znaki ve slové ABBA), ale permutace s opakovanim pouze ze dvou prvki
(2 = poCet riznych znaki ve slové ABBA), kde se oba prvky vyskytuji dvakrat, zapisu-
jeme P’(2,2). Vypolet s vyuZitim vzorce (2.13) bude

2+2)! 4 24

Pl22: = — =
2.2) 2121 2.2 4

6.

A co mame délat, pokud nezndme vzorec (2.13)? To uz neni tak trividln{ jako pocitani
v dosavadnich pfipadech. Nejprve si musime uvédomit, Ze pocet vSech riznych proha-
zovani pismen slova ABBA, s tim, Ze kazdé ze skupiny stejnych pismen néjak odlisime
(napf. oindexujeme, nebo obarvime), spocitime jako pocCet permutaci ze 4 prvku. Pfi-
¢emz 4 zminéné prvky lze rozdélit do dvou disjunktnich mnozin obsahujicich stejna
pismena. V kazdé z téchto mnoZin jsou dvé pismena, kombinacni pravidlo souctu, ale
i prosty rozum ndm fikaji, Ze 4 = 2 + 2, neboli Ze celkovy pocet pismen ve slové
je roven soultu poltd v jednotlivych skupindch P(4) = 4! = 24. Uvédomme si, Ze
prohozenim obou pismen A se situace nezméni, to znamend, Ze pred chvili vypocitany
celkovy pocet moznosti musime vydélit 2. Stejnd tvaha plati i pro pismena B, opét
pocet moznosti musime vydélit 2. Celkovy pocet moznosti tedy bude % = 6, coz
koresponduje s vypoctem dle vzorce (2.13). Mlizeme vytvofit 6 riznych ,,slov*.

Jesté si ukazeme, jak si miZeme vypocet ovéfit bez znalosti kombinatorickych
vypolti. VypiSeme si opét vSechny moznosti. Samoziejmé zase musime postupovat
systematicky, abychom Zddnou z moZnosti nevynechali.

AABB ABAB ABBA BAAB BABA BBAA

Vidime, Ze jsme opravdu vypsali Sest moZnosti.

2.36. Kolik riznych ,,slov miiZeme sestavit piemist’ovanim pismen slova MATEMA-
TIKA?

Reseni: Obdobné jako v predchozich piikladech vidime, Ze chceme zjistit pocet riiz-
nych potadi danych prvki, tj. pocet permutaci. Je tu v§ak jedna odchylka od ptedeslych
prikladd, a to fakt, Ze se v nabidce nékteré prvky vyskytuji nékolikrat. Nebude se tedy
jednat o permutace z deseti prvkd (10 = pocet znakt ve slové MATEMATIKA), ale
permutace s opakovanim pouze ze Sesti prvkl (6 = pocet riznych znakd ve slové MA-
TEMATIKA), ptesnéji feCeno, permutace s opakovanim,kde se jeden z prvkl vyskytuje

Priklad 2.35

Priklad 2.36
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Priklad 2.37

Priklad 2.38

dvakrat, druhy tfikrat, tfeti dvakrat, ¢tvrty, paty a Sesty pouze jedenkrat. Po uspofadani
jednotlivych poctd vyskytu jednotlivych znakd mizeme psat P’(3,2,2,1,1,1). Vypo-
Cet s vyuzitim vzorce (2.13) tedy bude

3+24+2+14+1+1)! 10! 3628800

= = = 151 200.
3r-2t.2r- 1111 1! 6-2-2 24

P'(3,2,2,1,1,1) = (

A jak bychom mohli postupovat, pokud bychom neznali vzorec (2.13)? Nejprve si mu-
sime uvédomit, Ze pocet vSech riznych prohazovéani pismen slova MATEMATIKA
s tim, Ze kazdé ze skupiny stejnych pismen néjak odliSime (napf. oindexujeme, nebo
obarvime), spocitame jako pocet permutaci z 10 prvkd. PficemZ 10 zminénych prvka
Ize rozdélit do Sesti disjunktnich mnozin obsahujicich stejné znaky. PoCet prvka té€chto
mnozin je poporadé 3,2,2,1,1,1,tedy 10 =3+ 2+ 2+ 1+ 1+ 1, jak mimo jiné
vyplyva z kombinaéniho pravidla souctu.

Dile si uvédomme, Ze napiiklad prohozenim obou pismen M se situace nezméndi,
to znamend, Ze pfed chvili vypocitany celkovy pocet moZnosti musime vydélit 2. Stejna
dvaha plati i pro pismena T, opét poCet moZnosti musime vydélit 2.

A podobnd, i kdyz ponékud slozitéjsi ivaha bude platit i pro pismena A. Ta se
vyskytuji tfi. Jaky je tedy pocet jejich prohozeni? Prvni A si miZe vybrat libovolné ze
tff pofadi, druhé A si uZ mize vybrat jen jedno ze dvou poradi a tfeti A uz md jen jedinou
moznost. Aplikovanim kombinatorického pravidla sou€inu dostdvdme pocet prohozeni
vypocteny jako 3 - 2 - 1 = 3!. Celkovy poCet moznosti tedy musime jesté vydélit timto
poctem.

Pokud predchozi ivahy uspofdddme do uceleného vypoctu, dostivame

10!
=1512
2-2-3l 51200,

coz koresponduje s vypoctem dle vzorce (2.13). MiZeme vytvofit 151200 riznych
slov.

2.37. Mame na hromadu poskladat deset ru¢niki, tii stejné Cervené, Ctyfi stejné modré,
dva bilé a jeden zeleny. Kolik riznych barevnych variaci mizeme poskladat?

Reseni: 1 zde se jednd o zjist ovani poétu riiznych poradi danych prvkd, tj. pocet per-
mutaci. Opét mdme v nabidce nékteré prvky né€kolikrat. Bude se jednat o permutace
s opakovanim ze Cty¥ prvki (4 = poCet riznych barev ruéniki). Po uspotrddani v§ech po-
¢td vyskytu jednotlivych barev miZeme psat P’(4, 3,2, 1). Vypolet s vyuZitim vzorce
(2.13) bude

4+342+1)! 101 3628800

= = =12 .
41-31- 201! 24-6-2 288 600

P'(4,3,2,1) = (

Miuzeme vytvorit 12 600 riznych barevnych variaci.

2.38. V knihovné maji v regdlu tikrdt Babicku B. Némcové, pétkrat M4j od K. H.
Michy, Sestkrat R.U R od K. Capka. Knihy jsou uloZeny ndhodné, bez jakéhokoliv sys-
tematického urovndni. Kolik existuje riznych moznosti, jak jsou knihy uspotadany?
Predpokladejme, Ze knihy stejného titulu od sebe nerozezname.

Reseni: Opét se jednd o zji§t ovani pottu riiznych poradi danych prvkd, tj. potet per-
mutaci. V nabidce se nékteré prvky vyskytuji nékolikrét. Jednd se o permutace s opa-
kovéanim ze tif prvki (3 = pocet riznych kniznich titulti). Po uspotfddani poctt vyskytu
jednotlivych tituld miZeme psat P’(6, 5, 3). Vypocet s vyuZitim vzorce (2.13) bude

6+5+3) 14! 87178291200
6'-5/-31  720-120-6 518400

P'(6,5,3) = ( = 168 168.

Existuje 168 168 riznych moznosti uloZeni knih.
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Definice 2.4.5. Kombinace k-té tfidy z n prvka (k-Clennd kombinace z n prvka)
je neusporadand k-tice sestavend z téchto n prvka tak, ze kazdy se v ni vyskytuje
nejvyse jednou. Pocet vSech takovychto kombinaci znatime C(n) a vypolitime
jej dle vzorce

C(n) = (Z). (2.14)

Kombinace k-té tiidy z n prvki je kazda k-prvkova podmnozina v mnozZing t€mito
n prvky uréené.

2.39. Kolika zptisoby miiZeme vybrat dvojici zdstupcl ze skupiny Sesti studentii?

Reseni: Je jasné, Ze tentyZ student nemiiZe byt ve vybrané dvojici dvakrat. Proto se
jednd o tlohu bez opakovani. Dvojice Adam + Eva je zfejmé tatdZ dvojice jako Eva +
Adam. Na poradi tedy nezdleZi a jednd se o kombinace. Vybirdme z Sesti studentq, Cili
n = 6 a vybirdme dvojici, proto k£ = 2. Budeme zjist'ovat pocet kombinaci druhé tiidy
ze Sesti prvki, zapisujeme C5(6). Vypodet s vyuZitim vzorce (2.14) bude

6 6! 6-5

Dvojici miizeme vybrat 15 zptisoby. Jak bychom mohli uvazovat jinak? Prvniho ¢lena
do dvojice miizeme vybrat Sesti zpisoby, druhého uz jen péti (jeden student ze Sesti uz
do dvojice vybran byl). Pouzitim kombinatorického pravidla sou¢inu dostdvame

6-5=30.

Jak jiZ bylo vysSe zminéno, dvojice Adam + Eva je tatdZ dvojice jako Eva + Adam, coZ
plati i pro vSechny jiné vybéry, proto pfed chvili vypocitany celkovy pocet moZnosti
musime vydélit dvéma
30
5 =

Obdrzeli jsme shodny vysledek jako v pfedchozim zptisobu feseni. A co délat v pripadé,
kdyZ nezname Zaddné kombinatorické vypocty? Pokusime se vSechny moZnosti vypsat.
Pro jednoduchost si studenty ozna¢ime pismeny A, B, C,D, E, F.

15.

A, B AC A,D AE AF
B,C B,D B,E B,F

C,D C,E C,F

D,E D,F

E,F

Vidime, Ze mozZnosti je opravdu 15.

2.40. Na ticku je deset riznych zdkuskd. Ctyfi si chceme odnést. Kolik je riznych
moZznosti, jaké zdkusky si odndSime?

Reseni: NemtiZeme si vzit tentyZ zdkusek dvakrat. Proto se jednd o tilohu bez opako-
vani. Pokud si vezmeme sachr a rakvicku, je to totéz, jako bychom si vzali rakvicku
a sachr. Na pofadi nezéleZi a jednd se 0 kombinace. Vybirdme z deseti zakuskd, proto
n = 10, a vybirdme Ctyfi zdkusky, proto k& = 4. Budeme zjist'ovat pocet kombinac{
ctvrté tiidy z deseti prvkd, C4(10). Vypolet s vyuzZitim vzorce (2.14) bude

10 10! 10 -
oy () - 1

Zakusky si mizZzeme vybrat 210 zptsoby.

Priklad 2.39

Priklad 2.40
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Priklad 2.41

Priklad 2.42

Priklad 2.43

2.41. Kolik ptimek urcuje 15 rtiznych bodti v roving, kdyz Zadné 3 body neleZi v jedné
primce?

Reseni: Kazda piimka je uréena dvéma riiznymi body. Proto se jedn4 o tlohu bez opa-
kovéni. Dobfe vime, Ze ptimka AB je stejnd pfimka jako pfimka BA. Na potadi nezdlezi
a jedna se o kombinace. Jind dvaha se stejnym zavérem by byla, Ze pfimku je moZno
chépat jako mnozinu dvou ,,koncovych* bodi, proto kombinace.

Maéme ddno 15 bodi, proto n = 15, a pfimka je mnoZina dvou bodi, proto plati
k = 2. Budeme zjist' ovat poCet kombinaci druhé tfidy z patndcti prvka, C2(15). Vypo-
Cet s vyuzitim vzorce (2.14) bude

= = 105
o) Tars - 2

1 150 15-14
02(15)<5> 5 5

Patnact riznych bodid urCuje 105 piimek.

2.42. Kolik primek uréuje 15 riznych bodi v roving, kdyz pravé 3 body lezi v jedné
primce?

Reseni: Piipad, 7e 7adné ti body neleZi v jedné piimce, jsme vyfesili v pfedchozim
ptikladu. Nynfi ale pravé tfi body leZi v pfimce. To znamend, Ze misto vSech pfimek,
které by byly dany témito tremi body, kdyby tyto neleZely v jedné piimce, bude mozno
sestrojit pouze jedinou piimku. Spocitdme nejprve pocet piimek, které by byly uréeny
tremi body neleZicimi v jedné piimce. Postupujeme stejnou tvahou, jakou jsme udélali
v pfedchozim piikladu pro 15 bodd, budeme zjist’ovat pocet kombinaci druhé tiidy ze

tfi prvkd, C(3).
3 3! 3
C2(8) = (2) a1

Nyni z ptivodniho poctu 105 pifmek odecteme 3 piimky, které odpadly z vySe uvede-
ného diivodu, a pfipocteme jednu piimku, kterd je dana danymi tfemi body.

105-3+1=103
Pokud pravé tfi body z patndcti leZi v jedné primce, pak jsou témito patnécti body

uréeny 103 piimky.

Definice 2.4.6. Kombinace k-té tfidy z n prvka (k-Clennd kombinace z n prvki)
s opakovdnim je neusporadana k-tice sestavend z téchto n prvkd. Pocet vSech tako-
vychto kombinaci zna¢ime C},(n) a vypocitdme jej dle vzorce

=1
C,;(n)z(”JrZ ) (2.15)
Ze zapisu
, n+k—1 (n+k—1)! (n+k—1)! ,
Ci(n) ( k ) Ko-(ntk—1—k)!  Kk-(n—1)! (kn=1)
vyplyva, Ze plati
Ci(n)=P'(k,n—1). (2.16)

2.43. Kolika zpisoby mizeme koupit 10 bonbdnd, jestlize v cukrarné maji pét druht?

Predpokladejme,Ze od kaZzdého druhu maji dostate¢ny pocet (tedy minimalné 10) bonbdnd.

Reseni: Jisté si miiZzeme koupit vice stejnych bonbénii. Proto se jedna o tlohu s opako-
vanim. Koupime-li si jeden ¢okolddovy a jeden mentolovy, budeme mit stejny nékup,
jako kdyz si koupime jeden mentolovy a jeden cokolddovy bonbén. NezdleZi na potadi,
a proto je jednd o kombinace.
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Vybirdme z péti druhti, tedy n = 5, a chceme koupit deset bonbdnti, proto k£ = 10.
Budeme zji§t'ovat pocet kombinaci desaté tfidy z péti prvkd s opakovanim, C7y(5).
Vypocet s vyuZzitim vzorce (2.15) bude,

= 1001.

5+10-1 14! 14-13-12-11
/ _ — —
C“x5)_'( 10 ) S 100-4! 7 4-3.2-1

Bonbény miZzeme nakoupit 1 001 zpisoby.

Opét muzeme pouZit i jiny zpisob uvazovani. Symbolem I (viz pfedchozi pfi-
klad) nyni oznalime koupeny bonbén, symbolem O rozhrani mezi jednotlivymi druhy
bonbdni. Takze napriklad symbolicky zapis IIIOIIOIOOIII znamend, Ze jsme koupili
tfi bonb6ny prvniho druhu, dva bonbény druhého druhu, jeden tietiho, Zddny bonbdén
ctvrtého druhu a Ctyfi bonbdény patého druhu. Celkem jsme koupili 34+2+1+40+4 = 10
bonbond. TakZe hleddme vSechna rozloZeni deseti symbolt I a ¢tyf symbolti O. V tomto
piipadé budeme hledat permutace s opakovanim P’(10,4). Vypocet s vyuZitim vzorce
(2.13) bude

10 + 4)! 14! 87178291200

P'(10,4) = ( - _
101-41 362880024 87091200

=1001.

ObdrzZeli jsme tedy stejny vysledek jako v predchozim postupu vypoctu.
2.44. Urcete, kolika zplisoby je mozné rozmistit Ctyfi stejné sirky do tif krabicek.

Reseni: Vybirame vzdy pro kazdou ze &tyt sirek jednu ze tii krabiek. Pro dvé rizné
sirky miiZeme vybrat stejnou krabicku. Jedna se o tlohu s opakovanim.

Je jedno, jestli nejprve uloZzime do krabic¢ky jednu nebo druhou sirku, na poradi
nezalezi, jednd se proto o kombinace. Vybirame ze tif krabicek, tedy n = 3, a chceme
ulozit Ctyfi sirky, proto £ = 4. Budeme zjist'ovat poCet kombinaci Ctvrté tridy ze ti{
prvkd s opakovénim, C'(3). Vypocet s vyuZitim vzorce (2.15) bude

420 241

3+4-1 6 6-5
* ) = =15.

ORI

Sirky mtiizeme ulozit 15 zptsoby. Jaky jiny zpisob tivah bychom mohli pouzit? Nejprve
se pokusime najit vS§echny mozZnosti.

¢.moznosti | 1.krabicka | 2.krabicka | 3.krabicka

1. I

2. I

3. I
4. III I

5. III I
6. I I

7. III I
8. I I
9. I III
10. II II
11. II II
12. II II
13. II I I
14. I II I
15. I I II

Vidime, Ze jsme vypsali v§ech 15 moznosti. Vypis miZeme provést i symbolicky.
Symbolem I budeme znacit sirku a symbolem O oddé€leni dvou sousednich krabicek.

Priklad 2.44
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Tento vypis vypadd ndsledovné.

.— 11100
.—OIIIIO
.—OO0IIII
.—III0IO
.—II1100I
.—IO0IIIO
.—OIIIOoI
.— 100111

O J O Ot = W N =

9. - 0IOIII

10. — 1IOIIO
11. - 110011
12. - OIIOII
13. - 1I0IOI
14. - I0I1I0OI
15. - 101011

V symbolickém zépisu vidime, Ze vlastné vytvaiime vSechna moZnd rozmisténi ctyf
symboli I a dvou symboli O. To nés vede k pouZiti permutaci s opakovanim, P’(4, 2).

Vypocet s vyuzitim vzorce (2.13) bude

oz - A2

41.21

24-2

Opét jsme se dostali ke stejnému vysledku.

2.5 Cviceni

2.5.1. Vypocitejte

a) 6! 10! 4 12!
ol
28! 5!-6!
b) — d) —
) 26! ) 8!
2.5.2. Uved’te podminky fesitelnosti a upravte vyrazy
(n+2)! (n—1)!
2) n! ©) (n—3)!
3)! 2)!
b (+3) 5 (42
(n+1)! (n—2)!
2.5.3. Vypocitejte
8 20 67
b
@ 3 G o)
2.5.4. Uved’te podminky feSitelnosti a upravte vyrazy

2 (n—2|—1)
n+3
b (n+1)

2.5.5. Reste rovnice:
a) (n+4)!=2(n+3)!

(n+6)!
b) (n+4) 20

n—1
o (23)
n+2
o (273)

) (n+3)!-(n+5)!=Mn+2)! (n+4)!

6720 _
48

= 15.

(E

30 5!

35! — 38!
RIS

(n+ 1)+ (n+2)!
) )= (n=2)

(n+ 1! (n+2)!
D (n+ 1) (n—=1)!
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d) (n+3)! _ (n—3)!
n+2)!  (n—2)
e) m+2)!=m+1!+n!
) (n+3)!—12nl=n-(n+2)! +3(n+1)!
2.5.6. Reste nerovnice:

a)
b)

n+6)! < 7(n +5)!
n+8)! < 6(n + 6)!
“(n+1)! > 18n!- (n+ 3)!
(n+6)! <n!-(n+5)

(
(

¢) (n+4
(
( L (n—5)1>n-(n+5) (n—4)
(

)
)
)
)
)
)

n+4H+ (n+2)!<2n+ 1) +4(n+ 3)!

2.5.7. Reste rovnice

2 (3)=() o (3)+(,") - ()
v (7) =) o (179 -( ) -5 (5)
o (") =() 0 ("3 7)+s=(000)

2.5.8. Redte nerovnice

n 6 n—3 n-+1

() =() 0 (h-3)=("1)
6 6 n+3 n—3

» () <(.5) o ("37)> ("))

c) <n22)>(;> f)12~<2t3)§(n—1)~n-(n+1)

2.5.9. Pomoci binomické vety vypocitejte

o
~

a) 1,010 b) 2,0037 ¢) 3,2°

2.5.10. Urcete clen rozvoje (:c3 + 1—22) 10, ktery

a) obsahuje z°,

b) obsahuje 2719,

¢) je absolutnim ¢lenem.

2.5.11. V jidelné jsou na vybér ¢tyfi druhy pfiloh a Sest druhti mas. Predpoklddejme,
Ze kazda ptiloha je vhodnd ke kazdému z mas. Kolik rdznych jidel (rozuméjme jedna
pfiloha + jedno maso) miZeme objednat?

2.5.12. Ve firmé je zaméstnano 15 metodikd, 10 analytikd a 20 programatoru.

a) Kolika riznymi zptisoby miizeme vybrat tym sloZeny z jednoho metodika, jed-
noho analytika a jednoho programatora?

¥

b) Kolika zpisoby miizeme vybrat tficlenny tym programatorti?
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¢) Majitel velmi pospichd na préci, proto vytvofil tym ze tif metodikd, ktefi toho
dne prisli prvni do prace. Kolik je moZnosti sloZeni tohoto tymu?

d) Majitel kazdé rdano v pracovnim tydnu zaznamenava jméno prvniho pfichoziho
zaméstnance. Kolik riznych tydennich zapist miize byt vytvofeno?

2.5.13. Mame k dispozici pét vyrobkd I. kvality, tfi vyrobky II. kvality a jeden zmetek.
a) Kolika riznymi zpisoby miZzeme vybrat Ctyfi vyrobky?

b) Jeden vyrobek posilaime do Kladna, jeden do Kolina a jeden do Prahy. Kolika
zptisoby toto mizZeme udélat?

¢) Mdame za dkol vyexpedovat jeden vyrobek L.kvality, jeden vyrobek Il kvality a je-
den zmetek. Kolika zptisoby toto miZeme provést?

d) Na kazdy vyrobek je ve skladu pfipraveno jedno misto. Kolika riznymi zptisoby
muzeme vyrobky do skladu ulozit?

e) Kolika zplisoby miizeme vybrat pétici vyrobki, aby mezi nimi byl alespon jeden
zastupce kazdé kvalitativni kategorie?

f) VSechny vyrobky jsme poskladali do fady. Kolik existuje riznych uspotadani
z hlediska kvality (tj. napriklad: I. kvalita - I. kvalita - II. kvalita - zmetek - II.
kvalita - 1. kvalita - II. kvalita - I. kvalita - 1. kvalita).

2.5.14. Na trhu figuruje v daném odvétvi deset firem. My chceme spolupracovat pouze

se tfemi firmami, které mély vloni nejvyssi zisky. Kolik je teoreticky rdznych moznosti
s jakou trojic{ firem budeme spolupracovat?

2.5.15. Ve tfide je deset studentd. Ddvame hlasovat o nejoblibenéjsiho studenta. Kazdy
ze studentil napiSe na listeCek jméno svého oblibence. Nesmi pfitom napsat sdm sebe.
Kazdy student odkryje jméno vyvoleného, papirek stile drzi v ruce. Kolik riznych moz-
nost{ miZe nastat?

Vysledky prikladi

2.5.1a) 720 b) 756 ¢) 1 330 d) 2,148 571 4 ) 63 ) —1 769 947,51 2.5.2 a) n? +
3n+2n>0/\n€Nb)n +5n+6n>flAnEZc)n273n+2,n2
3AneNd) n*+2n% —n —2nn>2/\n€Ne)W,n22/\neN
) n +3n2 +2n,n > 1An € N253a)56b) 190 ¢) 47 905 d) nelze 2.5.4 a)
ndn gy > 1 An e Nb) B8040 > 1 AneZe) B=3142 > 340 e Nd)

niinion®2n 5 > 9 An € Ne) nelze f) K=Tnt12 n<2/\n€ZZSSa)nE{ 2}
byneci-1100dbenc{0}Hne{1}256a)nec {5 4 -3,-2,-1,0,1}
b)n € {—6,—5}¢c)ne€{2,3,4,...} d) D e)n € {5, 6}f)n€{ 1}2.5.7a)n€{4}
b)yn e {2,3e)n e {5}d)ne{6}e)dfHn c {1} 258a)n € {4,5,6} b)n €
{0,1,2,3} 0 n € {0,1,2,3,4,5,6,7,8} d) n € {8,9,10,...} &) n € {5,6,7,...}
f)n e 02.59a) 1,104 622 13 b) 129,350 063 c) 335, 544 32 2.5.10 a) 8 06425 b)
115202710 ¢) 13 440 2.5.11 24 2.5.12 a) 3 000 b) C3(20) = 1 140 ¢) V3(15) = 2 730
d) V/(45) = 184 528 125 2.5.13 a) C4(9) = 126 b) V3(9) = 504 ¢) 5-3 -1 = 15d)
P(9) = 362880e) C1(1)-C1(3)-C3(5)+C1(1)-Ca(3)-Ca(5)+C1(1)-C5(3)-C1(5) =
65 ) P'(5,3,1) = 504 2.5.14 V3(10) = 120 2.5.15 V/,(9) = 3 486 784 401



Kapitola 3

Pravdépodobnost

Teorie pravdépodobnosti je ¢dst matematiky zabyvajici se zakonitosti jevi, u kterych
neni predem zndmo, zda nastanou, ¢i nikoliv, respektive jevii, u kterych neni predem
zndma jejich vysledna hodnota.

Teorie pravdépodobnosti spole¢né s kombinatorickymi tlohami se zacala obje-
vovat zejména v kontextu s hazardnimi hrami. Zminky o pravdépodobnosti se ob-
17. stoleti a jsou spojovdny predev§im se jmény PIERRE DE FERMAT (1601-1665),
BLAISE PASCAL (1623-1662) ¢i pozdéji THOMAS BAYES (1702-1761) a PIERRE SI-
MON DE LAPLACE (1749-1827). Dals{ vyrazny rozvoj pravdépodobnosti se projevuje
az ve 20. stoleti a je spjat napiiklad se jmény ANDREJ NIKOLAJEVIC KOLMOGOROV
(1903-1987), RICHARD THRELKELD COX (1898-1991), ANDREY MARKOV (1856-
1922), ale i mnoha dal$imi. Rozvoj teorie pravdé€podobnosti neni ukoncen ani v dne$ni
dobé, napriklad v souvislosti s kvantovou fyzikou ¢i teorii chaosu.

3.1 Nahodny pokus, nahodny jev

V pravdépodobnostni teorii se setkdvame s ponékud jinym vyznamem pokusu, nez jak
jej zndme napiiklad z fyziky. Pfikladem fyzikdlniho pokusu je méfeni teploty bodu
varu vody pri daném tlaku. V tomto piipad€ pfi stejnych podminkach obdrzime shodny
vysledek pokusu.

V teorii pravdépodobnosti v§ak u pokusu predem vysledek znit nemiZeme (ani
nesmime) a je Casté, Ze pri stejnych podminkach obdrZime zcela odlisné vysledky po-
kusu. V tomto pfipadé mluvime o ndhodném pokusu. Uéebnicovym piikladem nahod-
ného pokusu je napiiklad hod kostkou.

Libovolny vysledek ndhodného pokusu nazyvame ndhodnym jevem. Pro lepsi pred-
stavu v nékterych fazich vykladu je mozna 1épe ftici, Ze ndhodny jev je predpoveéd’ vy-
sledku. Co miiZe byt napfiklad tipem na vysledek vyse zminéného ndhodného pokusu
hod kostkou?

Nékdo by mozna fekl ,,Padne ¢islo 6. Jiny tfeba fekne ,,Padne ¢islo 2. Jsou ale
i opatrni tipafi a ti mou fici ,,Padne sudé Cislo* ¢i ,,Padne Cislo vétsi nez 3*“. MoZnd
existuje nékdo, kdo v Zivoté nevidél kostku, a ten mize fici ,Padne Cislo vétsi nez
10“ ¢i naopak ,,Padne ¢islo mensi nez 8. Toto vSechno jsou piiklady ndhodnych jevi.
V Cem zdsadnim se tyto jevy od sebe lisi?

Co to znamend ,,Padne sudé ¢islo“? Kdo znd, jak vypadé kostka, jist€¢ odpovi
,Padne 2, nebo padne 4, nebo padne 6. Obdobné€ bychom mohli rozepsati jevy ,,Padne
¢islo vétsi nez 3¢ ¢i ,,Padne Cislo menSi nez 8.

Jevy ,,Padne Cislo 6 ¢i ,,Padne ¢islo 2 vSak takto rozloZit nemzeme. Takovymto
jevam fikame elementdrni jevy.

Jinym dhlem pohledu miZeme objevit jinou odlisnost. O jevu ,,Padne ¢islo vEtsi
nez 10 kazdy fekne, Ze je to nesmysl, Ze to nikdy nastat nemize. Podobnym jevim se
tik4 nemozZné jevy. Naopak vime, Ze jev ,,Padne ¢islo menS$i neZ 8* musi nastat vzdy,
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Priklad 3.1

Priklad 3.2

jind moznost totiZ neexistuje. A takovym jevim fikame jevy jisté. Jeviim, které nejsou
zminénymi krajnimi pfipady, fikdme jevy mozné. Ve mizeme shrnout ndsledovné.

Definice 3.1.1. Mnozinu vSech moZnych (elementarnich) vysledk nahodného po-
kusu znaCime €2, nazyvame ji mnoZina vsech elementdrnich jevii. Jednotlivé mozné
(elementarni) vysledky pokusu znac¢ime w, nazyvame elementdrni jev. Podmnoziny
mnoziny {2 se nazyvaji ndhodné jevy, zna¢ime velkymi pismeny pfevazné z pocatku
abecedy.

Z vySe uvedeného je zfejmé, Ze jev jisty je roven celé mnoZiné v§ech elementarnich
jevl (2 C Q) a jev nemozny je roven prazdné mnozing () C Q).

3.1. Vypiste mnozinu vSech elementdrnich jevii ndhodného pokusu hod dvéma min-
cemi.

ReSeni: Na minci mohou padnout dv€ mozZnosti, rub - budeme znacit R a lic - budeme
znacit L. Castym ndpadem studentd, jak fesit tilohu o hodu dvéma mincemi, je ndsle-
dujici mnoZina.

Q={2xR,R+L,2x L}

Toto feSeni md ovSem jeden velky hacek. Uvédomme si, Ze druhy jev (tj. ,,padne jeden
rub a jeden lic*) mizeme vidét jako slouceni dvou ,,jednodussich“ jevi. Jednim z téchto
jevu je ,,na prvni minci padne rub a na druhé lic”, druhym jevem je ,,na prvni minci
padne lic a na druhé rub“. Proto je nutno uvadét mnozinu vSech elementarnich jeva

nasledovné.

0= {(R’ R)v (RvL)v (Lv R)v (Lv L)}

3.2. Tti kamaradi si v naprosté tmé rozdéluji a oblékaji své kabdty. Sledujeme, kdo ma
a kdo nemad sviij kabdt. Vypiste mnozinu vSech elementarnich jeva.

Reseni: Castou tvahou studentd pii feSeni tlohy o kabdtech je sledovéni, zda kazdy
z kamaradt m4, ¢i nema svij kabdt. Pfi této ivaze je mozno oznacit ,,A* na dané pozici
- dany kamarad ma svij kabat, ,,N“ na dané pozici - dany kamarad nema sviij kabdt.
Pak mnoZina vSech elementarnich jevl vypada nasledovné.

Q = {(AAA), (AAN), (AN A), (ANN), (NAA), (NAN), (NN A), (NNN)}

To znamend, Ze mame osm elementarnich jeva. Jak by ale vypadala naptiklad moz-
nost (AAN)? Prvni a druhy kamarad maji v tomto piipade své kabaty, ale tieti nikoliv.
Jak je to mozné? Ci kabit vlastné tento kamarad ma? Vidime, Ze predchozi Givaha byla
zcela chybnd. Uvédomme si vSak, co znamend, Ze prvni kamardd K7 nemd svij ka-
bét. V tomto piipadé mize mit bud’ kabéat druhého nebo trettho kamarada. Proto je
1épe utvaret mnoZzinu vSech elementarnich jevi nasledovné. Oznacme si K7, Ko, K3
jednotlivé kamarddy a k1, k2, k3 poporade jejich kabéty. Potom

Ky K K ki Ky ko Ky ko Ky ks Ky ks
Q= Ky ko |, | K2 k3|, | K2 k1 |, | Ko k3 |, | K2 k1|, | K2 ke
Ks ks K3 ko K3 ks K3 k K3 ko K3 k

Vidime, ze v mnoziné€ () neni osm, ale pouze Sest elementarnich jevi.

Miuzeme se zamyslet nad tim, co jsme pravé vypsali. Vypsali jsme vSechny moz-
nosti, jakymi mohou byt rozdéleny tfi riizné kabéty tfem riznym lidem. A to znamena,
jak jsme bliZe probirali v kapitole o kombinatorice, Ze jsme vypsali v§echny moZné
permutace ze tif prvka.
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3.2 Pravdépodobnost nahodného jevu

Pravdépodobnost ndhodného jevu je Cislo, které je jistou mirou ocekavani vyskytu jevu.
Existuji rizné definice pravdépodobnosti. VSechny vSak maji urcité vlastnosti spolecné.

Pravdépodobnost jevu se vyjadiuje realnym Cislem od 0 do 1, miiZe se pro lepsi
nazornost prevést na procenta (tj. od 0% do 100%). Jev, ktery nemiiZe nastat (tj. neexis-
tuje situace, kdy by tento jev nastal), ma vzdy pravdépodobnost O a naopak jisty jev ma
pravdépodobnost 1.

Jednou z nejcastéji vyuzivanych a nejoblibené;jSich definic je klasicka definice, jak
ji formuloval Laplace. Byva po ném také nékdy nazyvdna. Je pouZitelnd pouze v pfi-
padé, kdy je mnozina viech elementdrnich jevli kone¢nd, tj. vS§ech moZnych vysledki
ndhodného pokusu je kone¢né mnoho. Déle je nutno, aby vSechny tyto elementarni jevy
byly stejné mozné.

Definice 3.2.1. (Klasicka definice pravdépodobnosti) Necht’ A je nahodny jev,
n = ||2|| zna¢i pocet prvki mnoZiny vSech elementdrnich jevi, m = ||A| znati
pocCet prvkd mnoziny A. Pravdépodobnosti jevu A nazveme Cislo

Py =". 3.1

Je zfejmé, Ze tato definice spliuje vSechny poZadované vlastnosti. Z definice né-
hodného jevu vime, Ze je to libovolnd podmnoZina mnoZiny vSech elementarnich jevd
Q, tedy i prdzdnd podmnoZina. Zfejmé plati m = ||A|| = ||@|| = 0, pak tedy zfejmé
P(A) = P(0) = 2 = 9 = 0, kde n je pocet prvkii €2, tudiz n&jaké pfirozené &islo.
Druhou extrémni moZnosti je, Ze A je celd mnoZina vSech elementdrnich jevd. Pak plati
m = [[A|| = ||| = n,atedyi P(A) = ™ = = 1.V ostatnich piipadech A C |||
je zfejm&é 0 < m < n,aproto 0 < P(A) < 1.

Lidové feceno, podle klasické definice pocitime pravdépodobnost jako podil poctu
téch piipadu, které mne zajimaji ku poctu vSech pripadi.

3.3. Hazejme jedenkrat hraci kostkou a sledujme ¢islo, které v tomto hodu padne. Za
pomoci klasické definice pravdépodobnosti vypoctéte pravdépodobnost jevi

,,Padne ¢islo 6

,,Padne Cislo 2

,,Padne sudé ¢islo*
,,Padne Cislo vétsi nez 2«
,,Padne ¢islo vétsi nez 10

T QW

,,Padne ¢islo mens$i neZ 8.

Reseni: Nejprve si vypiSeme mnozinu viech elementarnich jevi  a viechny zminéné
jevy vyjadiime jako mnoZiny.

0 =1{1,2,3,4,5,6}

A= {6} B={2} C={2,4,6}

D ={3,4,5,6} E=90 F=1{1,2,3,4,5,6}

Nyni miZeme pristoupit k vlastnim vypoctim.

Z dalsich moznych definic pravdépodobnosti miZeme uvést statistickou definici
pravdépodobnosti, kterd fika, Ze pii velkém poctu pokust se bude (za jistych predpo-
kladt) relativni Cetnost vyskytu jevu bliZit pravdépodobnosti daného jevu.

Priklad 3.3
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Definice 3.2.2. (Statisticka definice pravdépodobnosti) Opakujme ndhodny po-
kus N-krét. Z téchto N pokust pozorujeme vyskyt ndhodného jevu A v M piipadech.
Pomér % pak znamena relativni Cetnost vyskytu jevu A. Jestlize se s rostoucim N
relativni Cetnost blizi néjakému Cislu, pak toto ¢islo miZeme povaZovat za pravde-
podobnost P(A) daného jevu. Statistickou pravdépodobnost jevu A tak definujeme

jako limitu podilu:

3.4. Za pomoci statistické definice pravdépodobnosti urete pravdépodobnost jevu A:
,,Padne Cislo 6.

Reseni: Hodili jsme tfistakrét kostkou a sledovali, padne-li ndm Sestka. Po kazdém hodu
jsme prepoditali relativni Cetnost jevu A. Prvnich deset hodi je zaznamenano v Ta-
bulce 3.1 a vyvoj relativnich Cetnosti v pribéhu vsech 300 hodil je znidzornén na Ob-
razku 3.1. Z grafu je zfejmé, Ze se hodnota relativni Cetnosti ustaluje kolem hodnoty
0,17. Dle statistické definice pravdépodobnosti bude tato hodnota pravdépodobnosti
jevu A. Jak vidime, vysledek je shodny s vysledkem v pfedchozim piikladu,ikdyZ jsme

¢. hodu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
padlé ¢. 1 5 6 1 4 2 1 2 3 2
rel.¢. | 0,00 | 0,00 | 0,33 | 0,25 | 0,20 | 0,17 | 0,14 | 0,13 | 0,11 | 0,10

Tabulka 3.1: Vyvoj relativnich etnosti padnuti Sestky pfi hodu kostkou

voev

k nému dosli mnohem slozitéjs$i cestou a vyslednd hodnota je mnohem méné presnd.
V nasem piipadé€ vyuZiti statistické definice neni pfili§ vhodné.

0035 <
0,3 Al
0,25
0.2 -
0,15

|

Obrazek 3.1: Vyvoj relativnich Eetnosti padnuti Sestky pfi hodu kostkou

Presto existuji pfipady, kdy neni moZné pouziti klasické definice a je nutno pfistou-
pit k jinému feSeni, napfiklad k pouziti definice statistické. Toto miZe nastat v pfipadé,
Ze mnoZzina vSech elementarnich jevd neni kone¢nd nebo ji nemame k dispozici.

3.5. Za pomoci statistické definice pravdépodobnosti urCete pravdépodobnost jevu, Ze
ndhodné vybrand osoba v daném regionu je nezaméstnand.

Reseni: Nahodny pokus ,,vybér nahodné osoby* jsme provedli pétsetkrat a u kazdé
z osob jsme zjistili, zda je nezaméstnana. Po kazdém vybéru jsme prepocitali relativni
Cetnost naSeho jevu. Vyvoj téchto relativnich Cetnosti je zfejmy z grafu na obrazku 3.2.
Z grafu je zfejmé, Ze se hodnota relativnich Cetnosti ustaluje kolem hodnoty 0,15. Je
15% pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand osoba ve sledovaném regionu je nezamést-
nana.
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rel. éetnost

0,2500

0,2000

podil nezaméstnanych
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Obrazek 3.2: Vyvoj relativnich etnosti nezaméstnanych

Pro zajimavost jest€ zminime geometrickou definici pravdépodobnosti. Tato je,
kromé jiného, uziteCnd v urcitych situacich, kdy ndm dobra vizuélni predstavivost po-
miZe pochopit danou problematiku. Geometrickd definice pravdépodobnosti je zalo-
Zena na porovnani napiiklad objemi, obsahti ploch ¢i délek geometrickych dtvard.

Definice 3.2.3. (Geometricka definice pravdépodobnosti) Necht’ ndhodny pokus
se zdkladnim prostorem {2 méa nekone¢né mnoho vysledki a kazdy z téchto vysledkd
ma stejnou moznost nastat. Necht’ p je mira geometrického ttvaru reprezentujiciho
ndhodny jev A a v je mira geometrického utvaru reprezentujiciho zékladni prostor
Q. Potom pravd&podobnost P(A) ndhodného jevu A z mnoZiny S definujeme jako
podil

P(A) = —. 3.2)
v

Mira v mtize naptiklad znacit objem, obsah plochy ¢i délku geometrického ttvaru
predstavujiciho vSechny mozné vysledky nahodného pokusu, ;4 miZe naptiklad znacit
objem, obsah plochy ¢i délku geometrického ttvaru predstavujictho vysledky, pii nichz
dojde k vyskytu jevu A.

Opét si ukazeme (napriklad na pripadu ploch dvourozmérnych obrazci), Ze tato
definice pravdépodobnosti splituje vSechny podminky. Nejmensi moznd plocha ma ve-
likost 0. Uvazujme jev A odpovidajici této ploSe. Je zfejmé, Ze této ploSe odpovida ne-
mozny jev. Déle je zfejmé, Ze y1 = 0 a tedy P(A) = £ = 0. Obracené podil P(A) = &
je nulovy pouze v piipade, Ze Citatel zlomku je roven 0, Cili 4 = 0. To znamen4, Ze ve-
likost plochy néleZejici jevu A je rovna 0. Jak jsme jiZ fekli, toto plati pro jev nemoZzny.

Pokud naopak budeme uvazovat jev jisty, je zfejmé, Ze jeho plocha musi byt stejnd
jako plocha odpovidajici vSem moZnym vysledkiim ndhodného pokusu. Tedy u = v
a P(A) = £ = % = 1.V ostatnich pfipadech A C ||| je zfejmé 0 < p < v, a proto
0<P(A) <1.

3.6. Stilime smérem na Etvercovy ter¢ (nasim cilem nenf trefit stied terce, ale ter¢
jako takovy). Za pomoci geometrické definice pravdépodobnosti vypoctéte pravdépo-
dobnost, Ze se trefime do kruhu tomuto Ctverci vepsanému.

Re§eni: Oznatime si r polomér sledovaného kruhu. Tento kruh je zfejmé vepsan do
Ctverce o stran€ 2r. Situace je zndzornéna na Obrazku 3.3. Plochu ¢tverce vypocitame
v = (2r)? = 4r%. Plochu kruhu vypod&itdme y = 7r2. Hledanou pravdépodobnost (za
vyse zminéného predpokladu, Ze trefa do kteréhokoliv mista terCe je stejné pravdépo-
dobn4, protoze se netrefujeme do stredu terce) vypocitime

woowr? 1
—=— = —-T.
v 4r? 4

Priklad 3.6
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Priklad 3.7

Priklad 3.8

Pravdépodobnost, Ze se trefime do kruhu je %w.

Obrazek 3.3: Geometrickd definice pravdépodobnosti - piiklad

Ve vétsiné nasich piikladd budeme vyuzivat k vypoctu pravdépodobnosti klasickou
definici. Druhé dvé se pouZivaji ve specidlnich pripadech.

At uz pravdépodobnost definujeme jakkoliv, musime si uvédomit, Ze pokud pos-
Citdme pravdépodobnosti v§ech moZnych (rozuméjme elementérnich) jevil, dostaneme
vysledek 1 (tj. 100%). Nejlépe tento fakt pochopime na jednoduchém piikladu s hodem
kostkou.

Jiz dfive jsme spocitali, Ze pravdépodobnost, Ze pfi jednom hodu béZnou hraci
kostkou padne jednicka, je %, stejnd je i pravdépodobnost, Ze pfi tomto hodu padne
dvojka, stejné tak i trojka, ¢tyrka, pétka, Ci Sestka. Ddle jsme si uvédomili, Ze téchto
Sest jevu tvofi mnozinu v8ech elementarnich jevd. A nikoho asi nepfekvapi, Ze plati

1 1 1 1
P(,Padne 1“) 4 P(,,Padne 2“)+...+ P(,Padne 6“) = —+ -+ — + —

1
- =1.
6 6 6 6+6

L1
6

Vse, co jsme si tu nyni fekli, mizeme shrnout do nésledujici véty.

Véta 3.2.4 (Zakon rozdéleni pravdépodobnosti). M¢éjme ndhodny pokus a k nému
ndleZejici koneénou mnoZinu vSech elementdrnich jevii Q). Oznaéme w libovolny ele-
mentdrni jev z této mnoZiny a P(w) jeho pravdépodobnost. Pak plati

> Pw)=1. (3.3)

weN
Slovy Feceno - soucet pravdépodobnosti vSech elementdrnich jevii je roven jedné.

3.7. V tovarné vyrobili celkem 2500 vyrobkd, z toho 50 vadnych, jakd je pravdépodob-
nost, Ze koupime-li si vyrobek této tovarny, bude v poradku?

Reseni: Potet téch moZnosti, které nds zajimaji je m = 2 500 — 50 = 2 450. Pocet
vSech moznosti je roven n = 2 500. Pravdépodobnost, Ze vyrobek bude bez vad, je

m 2450 49

— =——=—=10,98 = 98%.

n 2500 50 ’ %
3.8. V osudi je 50 kouli, z toho 20 Cernych, zbytek je bilych. Ndhodné vytdhneme
z osudi jednu kouli, jakd je pravdépodobnost, Ze vytdhneme cernou kouli?

Reseni: Potet téch, které nés zajimaji je m = 20. PoCet viech je n = 50. Pravdépodob-
nost, Ze vytdhnu ¢ernou kouli je

m 20 2
Do 2 0.4 =40%.
n 50 5 0, L
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3.9. V osudi je 50 kouli, z toho 20 Cernych, zbytek je bilych. Ndhodné vytdhneme
z osudi dvé koule a drzime ob€ v ruce. Jakd je pravdépodobnost, Ze vytdhneme obé
Cerné koule?

Reseni: Potet viech v tomto piipadé znamend poCet viech moZnosti, jak mohu vy-
tahnout dvé koule z 50. Pripomeneme-li si znalosti kombinatoriky, uvédomime si, Ze
kazdou kouli mohu vytdhnout pouze jedenkrat, ¢ili se jedna o tlohu bez opakovani. Na-
vic vidime, Ze pokud drZime v ruce dvé vytaZzené koule, zfejmé je jedno, kterd je prvni
a kterd druhd, tedy nezéleZi na potadi, a proto se jednd o kombinace. Lehce zjistime, Ze
budeme pocitat pocet kombinaci druhé tfidy z 50 prvki

! -4 24
_— (50) 50 _50-49 _ 50 _ 1995,

2) 2 (0—2) 2
Obdobné bychom zjistili, Ze pocet téch pripadi, které mne zajimaji (tj. dvojic Cernych
kouli), se spocitd jako pocet kombinaci druhé tfidy z 20

20 20-19 380
= = = — =190.
m <2) 5 > 90

Pravdépodobnost, Ze vytdhnu dvé Cerné koule, je

m 190 38

—=——=—=0,1551=15,51%.

n 1225 245 0,155 5,51%
3.10. Jakda by byla pravdépodobnost v predchozim prikladu, Ze vytdhneme kazdou kouli
jinou?

Reseni: Po&et viech v tomto piipadé bude stejny jako v predchozim ptikladun = 1 225.
Pocet téch, které mne zajimaji (tj. dvojic riznych kouli), se da spocitat riznymi zput-
soby. Naptiklad pomoci dvahy, Ze mame jednu ¢ernou a jednu bilou. Pocet téchto pfi-
padi miZzeme spocitat za pomoci kombinatorického pravidla soucinu (viz Véta 2.3.2
na stran€ 40) jako soucin pocti bilych a Cernych kouli m = 20 - 30 = 600.

Jinou moZnosti vypocétu poctu dvojic riznych kouli by bylo odecteni poctu vSech
dvojic ¢ernych kouli (jiz jsme spocitali diive, jeho hodnota je 190) a poctu vSech dvojic
bilych kouli (tj. po¢tu kombinaci druhé tfidy ze 30 prvka, (320) = @ = SQﬂ = 435)
od celkového poctu dvojic, tedy 1 225 — 190 — 435 = 600.

Vidime, Ze jsme obdrzeli stejny vysledek jako pfi predchozim zplsobu vypoctu.
Pravdépodobnost, Ze vytdhnu dvé rizné barevné koule, je

m 600 24
= =_ =04 =4 .
= oo = 19 — 04898 = 48,98%

3.11. Losujeme tfi karty z balicku maridSovych karet. Jaka je pravdépodobnost, Ze vy-
tdhneme tfi esa?

Reseni: Potet viech v tomto piipadé znamend potet viech moZnosti, jak mohu vytéh-
nout tfi karty z 32. Budeme pocitat pocet kombinaci tfeti tfidy z 32 prvkd (pomoci
obdobné uvahy jako u pfedchozich dvou piikladii)

= 4960.

32 32-31-30 29760
n = = =
3 3-2 6
Pocet t€ch moZnosti, které mne zajimaji (tj. trojic es posklddanych ze vSech Ctyt es
obsazenych v balicku karet) se spocCitd jako pocet vSech kombinaci tfeti tfidy ze Ctyt

m = (é) = (‘11) = 4. Pravdépodobnost, Ze vytdhnu tfi esa, je

m 4 .
= 1960 = 1910 =0,0008 = 0,08%.

Priklad 3.9

Priklad 3.10

Piiklad 3.11
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Priklad 3.12

Priklad 3.13

Priklad 3.14

3.12. Losujeme opét tfi karty z balicku maridSovych karet. Jaka je pravdépodobnost,
Ze vytdhneme dvé esa (na zbylé karté nezdlezi)?

Reseni: Potet viech jsme jiz spo&itali v pfedchozim piikladu, tj. n = 4 960. Pocet téch,
které mne zajimaji (tj. trojic karet, mezi kterymi jsou dvé esa), se spoCitd za vyuziti
kombinatorického pravidla soucinu a poctu kombinaci druhé tfidy ze Ctyt (tj. pocet
moznosti, jak mohou byt vytazena dvé esa) a poctu kombinaci prvni tiidy z 28 (tj.
pocet moznosti, jakd miZe byt vytaZena treti karta)

4 28 4.3

Pravdépodobnost, Ze vytdhnu dvé esa (a na dalsi karté nezalezi), je

m 168 21

—=——=—=20,0339=3,3%%.

n 4960 620 ’ »39%
3.13. Na turnaji je 40 druzstev. V dvodni ¢asti turnaje se hraje v péti zdkladnich sku-
pindch. Jaka je pravdépodobnost, Ze tii druZstva, ktera na konci obsadi stupné vitézu,

hrala pivodné ve stejné zdkladni skuping?

Regeni: Rozdéleni do skupin miiZzeme chapat jako losovéani pofadi, pfi¢emZ prvnich osm
druzstev bude v prvni skupiné, dal§ich osm druZstev bude ve druhé skupiné az posled-
nich osm druzstev bude v paté skupin€. Pocet v§ech mozZnosti, do které skupiny byla
pridélena druZstva, jenZ na konci zdvodu nastoupila na stupné vit€zi, mizeme vypocitat
jako pocCet variacf treti tfidy bez opakovani ze 40 prvk, tedy
40!
n=-——— =40-39- 38 = 59 280.
(40 — 3)!
Pocet moznosti, kdy byla prvnim tfem druZstvim vylosovédna potadi umist’ujici je do
prvni skupiny, je
8-7-6=336.

Stejnym zptisobem by se vypocitaly poCty v§ech moZnosti nileZeni k ostatnim Ctyfem
skupindm. Celkem je tedy pocet vSech moZnosti, které nds zajimaji

m=>5-8-7-6=1680.
Pravdépodobnost, Ze druzstva ze stupiiti vitézl hréla ve stejné zdkladni skupiné, je

m 1 680
A —0.0283 =2 .
- £9 280 0,0283 ,83%

3.14. Dva kamaradi, Ondra a Tomas, byli pfijati na vysokou $kolu a bylo jim ptidéleno
ubytovani na vysokoskolské koleji. Na této koleji je celkem ubytovano 300 studentt ve
trojlizkovych pokojich. Jakd je pravdépodobnost, Ze budou Ondra s Tomasem ubyto-
vani ve stejném pokoji?

Reseni: Rozdéleni do pokoji budeme opét chdpat jako losovani porfadi, pficem? prvni
tii studenti budou v prvnim pokoji, dal$i tfi ve druhém az posledni tfi studenti bu-
dou v poslednim, st¢ém pokoji. To znamend, Ze kazdému studentovi je pfidéleno jedno
poradi. Pokud si budeme v§imat pouze studentti Ondry a Tomése, pak Ondra m4 p¥i-
déleno jedno z 300 pofadi a Tomds, ktery nemtize mit stejné potadi jako Ondra, uz
muZze mit pfidéleno pouze jedno z 299 pofadi. Ddle muZzeme aplikovat pravidlo sou-
¢inu. PocCet v§ech moZnosti, jak umistit Ondru a Tomase do pokojt dle tohoto losovani,
jen =300 -299.

Pocet moznosti, kdy bylo Ondrovi a Tomasovi vylosovdno poradi umist’ujici je
do prvniho pokoje, je 3 - 2. Stejnym zpisobem by se vypocitaly polty viech moznosti
nélezeni k ostatnim 99 pokojim. Pomoci kombinatorického pravidla souctu ziskdme
celkovy pocet v§ech moznosti, které nds zajimaji m = 100 - 3 - 2. Pravdépodobnost, Ze
budou Ontra s TomdSem ubytovani ve stejném pokoji, je

m  100-3-2 2

= 300999~ 399 =0,0067 = 0,67%.
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3.15. Hézime dvakrat kostkou. Jakd je pravdépodobnost, Ze padl soucet 8?

Reseni: V podobnych piikladech studenti ¢asto podléhaji chybné intuitivni my§lence,
Ze pokud mnoZina vSech elementarnich jevl pfi hodu jednou kostkou ma 6 prvki, pak
pfi hodu dvéma kostkami bude mit 12 prvkd.

BohuZel je to velmi chybna tivaha. DoloZit si to miiZeme bud’ kombinatorickymi
vypocty nebo ndzorné vypisem vSech moZnosti.

1—-1, 1-2, 1-3, 1—-4, 1-5 1-6,
2-1, 2—2, 2-3, 2—4, 2—5 2—6,
3-1, 3—-2, 3-3, 3—4, 3—5, 3—6,
4—1, 4—2, 4—3, 4—4, 4—5, 46,
5-1, 5—2, 5—3, 5—4, 5-5, 5—6,
6-1, 6—2, 6-3, 6—4, 6—5 6—6

Z vypisu vidime, Ze v§ech moznosti je 36. Moznosti, kdy ndm hodnoty jednotli-
vych hodt ddvaji soucet 8, jsou 2-6, 3-5,4-4,5-3 a 6-2, jejich pocet je 5. Pravdépodob-
nost, Ze pii dvou hodech kostkou padne soucet osm, je

m )

M _ 2 - 0).1389 = 13,89%.
n 36 o

3.16. Tyc¢ délky 1 m je ndhodné rozlomena na dvé ¢4sti (zlom je stejné mozny v kaz-

dém miste tycCe). Jakd je pravdépodobnost, Ze vétsi ¢ast bude kratsi nez 70 cm?

Reseni: V tomto piikladu bude opét 1épe vyuzit geometrickou definici pravdépodob-

Obrazek 3 .4: Grafické zndzornéni jevu v piikladu 3.16

nosti. Grafické zndzornéni jevu A i mnoZiny vSech elementarnich jevd 2 je vidét na
obrazku 3 .4. Je ziejmé, Ze situace je symetrickd, proto miZeme pouZzit znazornéni jevu
pouze v jedné poloving tye. Cernou barvou je v Obrazku vyznacena situace ze zadani,
Cervenou barvou ziZena situace, se kterou budeme déle pocitat.

Zlom je stejné mozny v kazdém misté tyCe, tj. kdekoliv v rozmezi 100 cm. Sledu-
jeme vetsi ulomenou Eést tyCe, proto je jeji délka aspon 50 cm. Tedy v = 50. Chceme,
aby tato ¢ast byla krat$i nez 70 cm. Zajim4 nds tedy rozmezi délek 50 aZ 70 cm, proto
= 70 — 50 = 20. Pravdépodobnost, Ze vEtsi ¢dst tyCe bude kratsi neZ 70 cm, vypoci-

tame 20
I
- =0,4=140
v 50 %

3.17. Hodiny se porouchaly a zastavily se v ur€itém ¢asovém okamziku. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze se velka rucicka zastavi mezi 8 a 9?7

Reseni: V tomto piikladu bude 1épe vyuZit geometrickou definici pravdépodobnosti.
Velka rucicka se mohla zastavit kdekoliv na ciferniku, tj. kdekoliv v rozmezi 360°.
Tedy v = 360°. My sledujeme zastaveni rucicky v rozmezi mezi 8 a 9. Na ciferniku
je celkem dvanéct Cisel, které rozdélujl’ cifernik po obvodu na dvanéct stejnych dild.
Z toho plyne vypocet y = ﬂ = 30°. Pravdépodobnost, Ze se velkd rucicka zastavi
mezi 8 a 9, vypocitame

Iz 30 1

v

=360 = 5:0,0833:8,33%.

Priklad 3.15

Priklad 3.16

Priklad 3.17
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Priklad 3.18

3.3 Zakladni operace s nahodnymi jevy

Mnoho operaci provddénych s ndhodnymi jevy ndm bude povédomych, setkali jsme se
S nimi jiZ pfi praci s mnoZinami. Obdobné jako u mnoZin je dobré si operace pro pted-
stavu znazornit graficky pomoci tzv. Vennovych diagramd. Pravdépodobnost budeme
ve vetSing piipadd pocitat dle klasické pravdépodobnosti.

Definice 3.3.1. Jev opacny k jevu A nastdva praveé tehdy, kdyZ nenastivd jev A.
Znalime A’. Graficky zndzornéno na Obrézku 3.5.

Obrazek 3.5: Jev opacny k jevu A

3.18. Pro jevy uvedené v prikladu 3.3 zjistéte A’, B’, C’, D', E’ a F' a vypocitejte

pravdépodobnost novych jevi.

Reseni:

A"'={1,2,3,4,5} ..., ,Nepadne Sestka“

B'={1,3,4,5,6} ..., Nepadne dvojka“

C'={1,3,5} ..., Nepadne sudé* ..., Padne liché &islo*

D’ = {1,2} ..., Nepadne ¢islo vétsi nez 2 ..., Padne maximdlné dvojka“

E' ={1,2,3,4,5,6} ..., Nepadne &islo vétsi nez 10 ... ,,Padne maximalng desitka“
.. ,,Padne libovolné ¢islo*

F'=0 ..., Nepadne méné nez 8 ... ,Padne alespoii 8 ...Neni moZné.

Pokud budeme pocitat pravdépopdobnost novych jevi pomoci klasické definice prav-
dépodobnosti, dostaneme nasledujici vysledky

5 2 1

PA) == PD)Y====
(4) =2 (D) ===3
n_9 n_ 6 _
P(B) = P(E)=¢ =1
/_§_l / 9_
P(C) =% =5 P(F) =2 =0

MiZeme si ovSem uvédomit, co to vlastné opacny jev je. JetliZe jev A je podmnoZi-
nou mnoZiny viech elementarnich jevi sledovaného ndhodného pokusu €2, pak opacny
jev je doplikem mnoZiny A v mnoZiné (2, coZ znamena, Ze obsahuje vSechny prvky
mnoziny {2, které nejsou obsaZzeny v mnoZzin¢ A. Pak ovSem o poctech prvki v jednot-
livych mnoZindch plati nasledujici vztah

A"l = [l — Il
Pro pravdépodobnost opa¢ného jevu potom plati

Aol Al el Al
peay = 1A _ BT 02N pa.
W=Tar= @ el al “)
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Véta 3.3.2 (Pravdépodobnost opacného jevu). Pro vSechny ndhodné jevy A plati
P(A")=1-P(A). (34
Pokracovani prikladu 3.18. Nyni miZeme pfiklad vyfesit pomoci vzorce (3.4).

" 2 1
P(D')=1-P(D)=1-3=g

P(E)=1-P(E)=1-0=1

I
N = o ot Ut

P(F)=1-P(F)=1-1=0

NN N el

Vidime, Ze jsme obdrzZeli shodné vysledky jako pfi vypoctu pomoci klasické definice
pravdépodobnosti.

Definice 3.3.3. Primnik jevii A a B nastava prave tehdy, kdyZ nastavaji soucasné oba
jevy A a B. Znacime A N B. Graficky zndzornéno na obrazku 3.6.

Obrazek 3.6: Prinik jevt

3.19. Pro jevy uvedené v prikladu 3.3 zjist¢tte AN B, ANC,AND,ANE,ANF Priklad 3.19

a C' N D a vypocitejte pravdépodobnost novych jeva.

Resent:

AN B =10..., Padne Sestka a zdroven dvojka* ...Neni moZné.

ANC ={6}...,Padne Sestka a zdrovefi sudé &islo“ ... ,,Padne Sestka“

AND ={6}...,Padne Sestka a zdroveti &islo v&t§i nez 2 ... ,Padne Sestka“

ANE =0 ...,Padne Sestka a zdroven &islo vétsi neZ 10¢ ... Neni moZné.

ANF ={6}...,Padne Sestka a zdroven ¢islo mensi nez 8 ... ,,Padne Sestka“
CND = {4,6} ...,Padne sudé &islo a zdroven Cislo vétsi nez 2 ..., Padne Ctyfka

nebo Sestka“

Opét budeme pocitat pravdépopdobnost novych jevii pomoci klasické definice pravdé-
podobnosti a dostaneme ndsledujici vysledky.

P(AmB):g:O P(AmE):g:O
1 1
1 2 1
P(AND)=- P D===2Z
(AND) =2 (CnD)=¢=4
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Priklad 3.20

Dulezité upozornéni: Pro pocitini pravdépodobnosti priniku dvou jevi obecné ne-
existuje jind moZnost nezZ vypocet pomoci definice!

Definice 3.3.4. Rekneme, Ze jevy A a B jsou neslucitelné pravé tehdy, kdyZ nemo-
hou nastat soucasné. To znamend, ze A N B = (), nebo-li P(A N B) = 0.

Definice 3.3.5. Sjednoceni jevit A a B nastiava pravé tehdy, kdyZ nastava alespon
jeden z jevl A a B. Znacime A U B. Graficky zndzornéno na Obrazku 3.7.

Obrdzek 3.7: Sjednoceni jevu

3.20. Pro jevy uvedené v prikladu 3.3 zjist¢tte AUB, AUC,AUD,AUFE,AUF
a C'U D a vypocitejte pravdépodobnost novych jevi.

Reseni:

AUB =1{2,6} ... ,Padne Sestka nebo dvojka.*

AUC ={2,4,6} ... ,Padne Sestka nebo sudé &islo.“ ..., Padne sudé ¢islo.

AUD = {3,4,5,6} ...,Padne Sestka nebo &islo vétsi nez 2.* ... ,Padne &islo vetsi
nez 2.“

AUE = {6} ...,Padne Sestka nebo &islo vétsi nez 10.“ ... ,,Padne Sestka.

AUF ={1,2,3,4,5,6} ... ,Padne Sestka nebo ¢islo mensi nez 8.“ ... Padne libo-
volné ¢islo.*

CUD = {2,3,4,5,6} ..., Padne sudé &islo nebo &islo vétsinez 2. . .. ,,Padne alespoii
dvojka.*

Opét budeme pocitat pravdépodobnost novych jevli pomoci klasické definice pravdé-
podobnosti, dostaneme nésledujici vysledky.

2 1 1
P(AUB) == == P(AUE) = -
(AUB) = ¢ = 3 (AUE) =&

301 6
P(A ==z P(AUF)=-=1
(AUC) = ¢ =3 (AUF) =&

4 2 5
P(AUD)=-="2 P(CUD) =2
(AUD)=¢c =3 (CuD)=¢

,Nebo* v predchozim piikladu znamend slucovaci nebo, v Cestiné se pfed nim ne-
piSe ¢arka. ,,A nebo B* znamend, Ze nastane A, nebo B, nebo nastanou oba dva
jevy.
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V nékterych situacich pfi vypoctech jistych pravdépodobnosti miize byt uzite¢nd
nasledujici predstava souvisejici s Vennovymi diagramy. Spojme si v hlavé P jako
PRAVDEPODOBNOST a P jako PLOCHA PAPIRU.

Pak uz miizeme premyslet, jak danou P = PLOCHU PAPIRU vystihneme (tj. ode-
¢itime P = PRAVDEPODOBNOST) piipadné poslepujeme (tj. pfi¢itime P = PRAV-
DEPODOBNOST) z jinych, jiz ndm zndémych P = PLOCH PAPIRU.

Hned si miizeme poprvé tuto ivahu vyzkouset pfi odvozeni jiného zplisobu vypo-
¢tu pravdépodobnosti sjednoceni dvou jevi.

Podivame-li se na obrazek 3.7 na vybarvenou plochu, Cili plochu, kterd nds za-
jimd, a zamyslime-li se, z jakych ¢4sti se skladd, vidime, Ze ke kruhu A je pfipojena
¢ast kruhu B. Tato ¢4st kruhu B vznikla odstfizenim priniku (tj. vybarvené plochy z ob-
razku 3.6). Dle pfedchozi tivahy tedy pravdépodobnost sjednoceni miizeme vypocitat
dle nasledujiciho predpisu.

Véta 3.3.6 (Pravdépodobnost sjednoceni). Pro vSechny ndhodné jevy A a B plati
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (3.5)

Uvedeny vzorec samozfejmé mizeme odvodit i jinak, oficidlné. Uvédomime-li si,
7e sjednoceni dvou jevi predstavuje sjednoceni odpovidajicich mnoZin, pak vime, Ze do
vysledné mnoZiny (a tedy i jevu) ndleZeji vSechny prvky z prvni mnoZiny a k nim jsou
pripojeny ty prvky z druhé mnoziny, které se nevyskytuji v prvni mnozing (tj. v priniku
obou mnozin).

Pak je tedy zfejmé pocet prvki sjednoceni roven souctu poctd prvki jednotlivych
mnoZzin snizenému o poCet prvkl priniku obou mnozin, tj.

AU B = [[All + Bl - AN B,
a proto vypocet pravdépodobnosti sjednoceni bude

_IAUB| _ Al + 1Bl - AN Bl _
1ol ]

_ A B VAQBI gy 4 pepy - Pan B)

P(AU B)

el el 1€2]]
Véta 3.3.7 (Pravdépodobnost sjednoceni neslucitelnych jevu). Pro vSechny ndhodné
jevy A aB, proné? AN B = (tj. A a B jsou neslucitelné), plati
P(AUB)=P(A) + P(B). (3.6)

Pokracovani prikladu 3.20. Nyni miiZeme piiklad vyftesit pomoci vzorce (3.5).

P(AUB):P(A)+P(B)—P(AHB):% %—0:%:%
P(AUC) = P(A)+ P(C) - P(ANC) = g + 5~ £ =3
P(AUD):P(A)+P(D)—P(AHD):é-ﬁ-%—é:%:%
P(AUE):P(A)+P(E)—P(AQE):%+O—O:%
P(AUF):P(A)JFP(F)fP(AmF):% 17%:1
P(CUD) = P(C)+ P(D) - PCND) =5+ 2 5 ==

Vidime, Ze jsme obdrZeli shodné vysledky jako pfi vypoctu pomoci definic.
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Priklad 3.21

Obrazek 3.8: Nékres k ptikladu 3.21

3.21. Ctyficet procent klient pojistovny mé sjednano Zivotni pojisténi a sedmdesat
procent klientd ma sjedndno pojisténi bytu. Dvacet procent klientli nema sjednano ani
jedno z téchto pojisténi. K pfepazce pfisel jeden z klientl, jaka je pravdépodobnost, Ze
ma u pojist'ovny sjedndna obé zminénd pojistémi?

Reseni: Oznatme si jev A ...klient md sjednéno Zivotni poji§téni, jev B ...klient ma
sjedndno pojisténi bytu. Zfejmé plati P(A) = 0,4 a P(B) = 0,7. JiZ moZn4 nenf
tak zcela jasné, co nam v feci nahodnych jevil fikd posledni informace zadani. Pokud
bychom neuméli zapis provést piimo, je dobré vyuzit ndkresu pomoci Vennova dia-
gramu, viz Obrézek 3.8.Z obrazku bychom méli byt jiz schopni si uvédomit, Ze pravde-
podobnost 20% mé opacny jev ke sjednoceni jevi A a B, tedy plati 0,2 = 1— P(AUB).

A jak v8e pfevedeme do symboliky ndhodnych jevid? Pokud neumime pfimo, vyu-
Zijeme opét Vennova diagramu, z obrdzku 3.8. Z néj jiz jisté lehce vyCteme, Ze chceme
vypocitat pravdépodobnost priniku jevii A a B. Shrneme tedy vSechny poznatky a md-
Zeme prejit k vlastnim vypoctim.

0,2=1-P(AUB) =1—-(P(A)+P(B)-P(ANB)) =1-P(A)—P(B)+P(ANB)

Upravenim vzniklé rovnice a dosazenim znamych tidaji ziskdme
P(ANB)=0,2+P(A)+P(B)—1=0,2+4+0,4+0,7—1=0,3.

Je tficeti procentni pravdépodobnost, Ze klient méd uzaviena obé sledovana pojisténi.

Nekdy se ocitneme v situaci, kdy zkoumdme pravdépodobnost ndhodného jevu za
néjakych omezujicich podminek, které maji charakter ndhodného jevu, jenZ musi pfed
zkoumanym jevem nastat. Mluvime pak o podminéné pravdépodobnosti.

Pro lepsi predstavu si miizeme celou situaci (mirné zjednodusené) znazornit gra-
ficky. Na Obrazku 3.9 je ukdzano ziizeni ndhodného jevu A podminkou, Ze nastal jev B.
Pokud jiZ jev B nastal, pak se v§e mimo néj ,,ztrati v mlze“, tj. ze vS§ech moznosti, které
mohly nastat pro dany pokus (prvky mnoZiny vSech elementdrnich jevd (2), odpad-
nou vSechny, které nelezi v mnoziné nélezejici jevu B. To znamen4, Ze z celé mnoZiny
Q ,,zbyla“ pouze mnoZina B. Pak ale také z mnozZiny A odpadnou prvky, které nelezi
v mnoZziné B, tj. z mnoZiny A ,,ziistane* pouze prinik A N B.

Definice 3.3.8. Podminénd pravdépodobnost znamena pravdépodobnost jevu A ur-
Covanou za podminky, Ze jiz predem jisté nastal jev B s nenulovou pravdépodob-
nosti. Je ddna predpisem

(AnB) _|AnB|
pP(B)  |IB|

P(A|B) = P (3.7)
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Obrazek 3.9: Podminénost jevi

3.22. Pro jevy uvedené v piikladu 3.3 vypocitejte podminéné pravdépodobnosti P(A|B),
P(AIC), P(A|D), P(A|E), P(A|F) a P(C|D).

Resent: Nejdfive si uvédomime, co vlastné jednotlivé podminky znamenaji, jak by
mohla vypadat situace, ve které bychom potfebovali s podminénymi pravdépodob-
nostmi pracovat.

Jak si muZeme naptiklad predstavit situaci P(A|C)? Skupina osob sdzi na vysle-
dek hodu kostkou. Osoba A tipuje ,,padne 6, osoba C je opatrnéjsi, tipuje ,,padne sudé
¢islo. Pak jdou vSichni sledovat krupiéra, jak haz{ kostkou. Osoba C si pospiSila a je
blizko stolku krupiéra, dobie mu vidi na ruce. Osoba A se vSak opozdila a pfiSla az
v okamzZiku, kdy je u stolku krupiéra jiZ mnoho lidi. Osoba A nevidi, co krupiér hodil.
Vidi vSak, Ze osoba C se raduje, protoZe vyhréla.

Co vlastn€ osoba A v daném okamziku vi? Osoba C vyhréla, tedy vi, Ze padlo sudé
¢islo. Co z toho vyplyva pro osobu A? Zméni zjiSténé informace jeji ndladu?

Ze vsech Sesti moznych vysledki, které mohou padnout pii hodu kostkou, ztistaly
jen tfi. To znamend, Ze osobé A se zvySila pravdépodobnost vyhry. V soucasném oka-

mZiku je jiZ pravdépodobnost vyhry osoby A rovna % misto piivodni %.

K vypoctu jednotlivych pravdépodobnosti vyuZijeme obé ¢dsti vzorce 3.7.

ANB . P(ANB)
P(A|B) = %, neboli P(A|B) = W
0 . 0
P(A|B) =+ =0, neboli ~ P(A|B) =1 =0,
1 6
1 . i1
P(A|IC) = 3, neboli  P(A|C) =& =2,
3 173
1 . i1
P(AID) = 7, neboli  P(A|D) = § = -,
1 3
P(A|E)...nelze, protoze P(E) = 0,
1 L
P(A|F) = 6 neboli P(A|F) = % =5
P(CID) =2 = 2 neboli  P(C|D) = 5_1
42 BERT)

MiZeme si vSimnout dvou rozdilnych situaci, ve kterych byly hodnoty podmi-
nénych pravdépodobnosti (neuvazujeme ptipad, kdy pravdépodobnost podminky byla

Priklad 3.22
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nulova a nemélo smysl zabyvat se podminénym jevem). V piipadé dvojice jevii C a D
vysla podminénd pravdépodobnost P(C|D) stejné hodnoty, jakou méla pravdépodob-
nost P(C). To znamend, Ze zji§téni, Ze jev D nastal, nijak neovlivnilo pravdépodobnost
jevu C.

Ve vSech ostatnich piipadech vysla hodnota podminénych pravdépodobnosti od-
lisn¢ od pivodnich pravdépodobnosti jednotlivych jevli. To znamend, Ze splnéni pod-
minek ovliviiovalo pravdépodobnost jevi. Podrobnéji jsme si jiz ukédzali na pfipadu
pravdépodobnosti jevu A za podminky nastani jevu C.

Podminéné pravdépodobnosti vyuZzijeme ke zjist'ovani zdvislosti ndhodnych jevl
na sobé. Jak jsme v predchozim prikladu vidéli, plati dva pripady.

Pokud je jeden ndhodny jev nezavisly na druhém, pak se jeho podminéna pravde-
podobnost nelisi od ptivodni hodnoty. Naopak, pokud splnéni podminky hodnotu prav-
dépodobnosti zméni, ndhodné jevy se navzdjem ovliviiuji.

Definice 3.3.9. (Zavislost a nezavislost jevil) Méjme jevy A a B, pfi¢emZ plati
P(A) > 0, P(B) > 0. Rikdme, Ze nédhodné jevy A a B jsou nezdvislé pravé
tehdy, jestlize pravdépodobnost jevu A neni ovlivnéna vyskytem jevu B a soucasné
pravdépodobnost jevu B nezdvisi na vyskytu jevu A, a tedy plati P(A|B) = P(A)
a P(B|A) = P(B). V opacném piipadé mluvime o zdvislosti jeva.

Dale si odvodime dalsi dilezité vlastnosti nezdvislych jevi s nenulovymi pravdé-
podobnostmi.

P(A) = P(A|B) = % o P(A)- P(B) = P(AN B) &
o P(B) = % _ P(B|A)

Véta 3.3.10 (Véta o nezavislych jevech). Pro ndhodné jevy A a B, pro které P(A) > 0
a P(B) > 0, jsou ndsledujici podminky ekvivalenmni.

1. Ndhodny jev A nezdvisi na ndhodném jevu B, tedy P(A|B) = P(A).
2. Ndhodny jev B nezdvisi na ndhodném jevu A, tedy P(B|A) = P(B).

3. Plati
P(ANnB)=P(A)- P(B). 3.8)

Vztahu (3.8) se tika nutnd a postacujici podminka nezdvislosti. To znamena, Ze po-
kud tato vlastnost plati, pak jsou jevy nezdvislé, a naopak, pokud vime, Ze jsou jevy
nezavislé, pak muzeme pravdépodobnost priniku pocitat dle popsaného vztahu.

Véta 3.3.11 (Véta o skupiné nezavislych jeva). Nutnd a postacujici podminka nezd-
vislosti obecné plati i pro skupinu jevii. Tedy plati, Ze jevy A1, Ao, . . ., A, jsou nezdvislé
pravé, kdyZ pro kazdou vybranou skupinu z téchto jevii plati

P(Aiy, N Ay N N Ay) = P(Ay) - P(Ay) - ... P(Ay).

MiiZeme si poloZit otdzku, jak je to s nezdvislosti jevii A a B’ vzhledem k nezdvis-
losti jevli A a B.
Z obrdzku 3.10 je zfejmé, ze P(ANB’) = P(A) — P(AN B). Pfedpoklddejme, Ze jevy
A a B jsou nezdvislé, dle nutné podminky nezavislosti plati P(ANB) = P(A)- P(B).
Pak miZeme vyvodit nasledujici rovnosti.

P(ANB') = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A) - P(B) = P(A) - (1 — P(B))
P(A)-P(B')

Dle postacujici podminky nezédvislosti jsou i jevy A a B’ nezévislé.
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Obrazek 3.10: Jev a jeho doplnek

Véta 3.3.12 (Vlastnost nezavislych jeva). Pro ndhodné jevy A a B, vyhovujicim pod-
minkdm P(A) > 0 a P(B) > 0, plati, Ze jevy A a B jsou nezdvislé pravé, kdyz jsou
nezdvislé jevy A a B’ .

Pro nezdvislé jevy ziejmé& plati rovnosti P(A) = P(A|B) = P(A|B').

3.23. Ke zkousce je ddno 20 otdzek. Student se naucil 15 z nich. Pti zkouSce si losuje
dvé otazky. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude student obé otdzky umét?

Regeni: Tato tiloha jde fesit dvéma zptisoby. Jednim z nich je kombinatoricky pfistup
a vypocet pravdépodobnosti za pomoci klasické definice.

U zkousky si student nemiiZe vytdhnout Zadnou otdzku dvakrét, proto se bude
jednat o dlohu bez opakovini. Ziejmé je jedno, kterou ze dvou vytazenych otdzek si
student vylosoval jako prvni a kterou jako druhou. Proto nezélezi na poradi. Budeme
pracovat s kombinacemi.

V pfipadé vSech moZnosti, které mohou nastat, se vybiraji dvé otazky ze 20, bu-
deme pocitat pocet kombinaci druhé tiidy z 20. V piipadé moZnosti vytazeni dvou ota-
zek, které student umi, se vybiraji dvé otdzky z 15, budeme pocitat pocet kombinaci
druhé tiidy z 15.

Vypocet hledané pravdépodobnosti za pomoci klasické definice bude nasledujici.

15 15-14
P(A):Q: 5+ 15-14

) =T 01

=0,5526

Pravdépodobnost, Ze student bude umét obé vylosované otdzky je 55, 26%.

Druhym moZnym zptisobem je postup zaloZeny na znalosti podminéné pravdépo-
dobnosti. K tomu, aby si student vylosoval dvé otdzky, které umi, musi si vylosovat
nejprve jednu, kterou umi. Tuto situaci ozna¢ime jako jev B. Pravdépodobnost jevu B
vypocitime

15
20
Pti losovani druhé otdzky (oznacime jako jev A) jiZ vime, Ze byla jako prvni vytazena
otdzka, kterou student umél (tj. nastal jev B). K losovani zbylo uz jen 19 otazek, z nichZ
14 student umi. Plati tedy

P(B) =0,75.

14
P(A|B) = {5 = 07368,

Vypocet pravdépodobnosti vylosovani dvojice otdzek (tj. nastal jev A i jev B), které
student umi, je na zdklad¢ vztahu (3.7)

P(AN B) = P(A|B) - P(B) = 0,7368- 0,75 = 0, 5526.

Priklad 3.23
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Priklad 3.24

Priklad 3.25

Obdrzeli jsme tedy stejny vysledek jako pfi predchozim postupu.

3.24. V prikladu 3.21 zjistéte, zda existuje néjaka spojitost mezi Zivotnim pojisténim
a pojisténim bytu.

Reseni: Pfipomenime si ndsledujici informace z ptikladu 3.21.

Jev A ..., Klient md sjedndno Zivotni pojiténi*, P(A) = 0, 4,
jev B ... Klient md sjedndno pojisténi bytu“,P(B) = 0,7,
P(AnB)=0,3

Nyni ndm jiz stali ovéfit postacujici podminku nezdvislosti 3.8, Cili ovéfujeme, zda se
pravdépodobnost priniku rovnd sou¢inu pravdépodobnosti jednotlivych jevi.

P(A)-P(B)=0,4-0,7=0,28AP(ANB)=0,3= P(A)-P(B) # P(ANB)
Prokdzali jsme, Ze neplati postacujici podminka nezavislosti. Jevy A a B jsou zavislé,
to znamena, Ze existuje spojitost mezi zZivotnim pojisténim a pojisténim bytu.

3.25. Hazime dvakrét kostkou. Ozna¢me nésledujici jevy:

,,Padne sudé ¢islo na obou kostkach.*

,.Na kazdé z kostek padne ¢islo mensi nez 3.

,.Na prvni kostce padne dvojndsobek toho, co na druhé.*

,,Padne jednicka a dvojka.*
,.Na prvni kostce padne 1, na druhé 2.

o AaAOw >

Které z uvedenych jevl jsou nezavislé?

Reseni: Nejprve si viimnéme jevii D a E. Nékomu by se mohlo zdat, Ze se jednd o to-
tozné jevy. Ale POZOR! V piipadé jevu D nerozliSujeme, na které kostce padne jed-
nicka, a na které dvojka. Na rozdil od toho v piipad€ jevu E je presné feceno, Ze na
prvni kostce padla jednicka, a na druhé dvojka.

Opét je dobré (i kdyZ samoziejmé ne nutné) si vypsat vSechny moZznosti, které mohou
nastat. Poté si miZzeme vyznacit moZnosti ndleZejici k jednotlivym jevim.

1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6,
2-1, 2-2, 2-3, 24, 2—5, 26,

Jewa ) 3-1 3-2 3-3 3-4 3-5 3-6,
4—1, 4—2, 4—3, 4—4, 4—5, 4—6,

5-1, 5—2, 5-3, 5—4, 5-5, 5—6,

6-1, 6—2, 6-3, 6-—4, 6-5 6—6

1—1, 1-2, 1-3, 1—-4, 1—5, 1—6,

21, 2-2, 2-3, 2—4, 2—5 2—6,

v, d 371l 3-2 3-3 3-4 3-5 3-¢
Y 4-1, 4-2, 4-3, 4—4, 4-5 4—6,
5-1, 5—2, 5-3, 5—4, 5—5, 5—6,

6-1, 6—2, 6-3, 6-4, 6-5 6—6

1-1, 1-2, 1-3, 1—-4, 1-5 1-6,

21, 2—-2, 2-3, 2-4, 2-5 2-6,

Jve ) 371 3-2 3-3 3-4 3-5 3-6,
4—1, 4-2, 4—3, 4—4, 4—5, 4—6,

5-1, 5—2, 5-3, 5—4, 5—5, 5—6,

6-1, 6—2, 6-3, 6—4, 6-5 6—6

1-1, 1-2, 1-3, 1—-4, 1-5, 1-86,

2-1, 2-2, 2—-3, 2—4, 2—5, 2-6,

Jvp. d 3-1 3-2 3-3 3-4 3-5 3-6
4—1, 4—2, 4—3, 4—4, 4—5, 4—6,

5-1, 5—2, 5-3, 5—4, 5—5, 5—6,

6-1, 6—-2, 6-3, 6-4, 6-5 6—6
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1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6,
2-1, 2-2, 2—-3, 2—4, 2—5, 2—6,
g ) 371 3-2 3-3 3-4 3-5 3-6,
4—1, 4-2, 4-3, 4—4, 4—5, 4—6,
5-1, 5—2, 5-3, 5—4, 5—5, 5—86,

6-1, 6-2, 6-3, 6-4, 6—5 6—6

Nyni miZeme lehce vypocitat pravdépodobnosti jednotlivych jevi.

9 1 4 1 3 1
P(A) = — == PB)=— == P ==
() 36 4’ () 36 9’ (C) 36 12’
2 1 1
PD)=55=-15  PB =3

Nasledné spocitime pravdéposobnosti prinikd v§ech moznych dvojic jevi. Z kombi-
natoriky vime, Ze pocet téchto dvojic se vypocitd jako pocet kombinaci druhé tiidy z 5
prvku, tj. (g) = 554 = 10. Budeme tedy probirat 10 piipadi dvojic jevil. Pocty prvka
v pruniku spocitdime jako pocet spole¢né oznacenych prvki v jednotlivych jevech.

PANB) = o, P(ANC) = o,
P(AﬁD):;—G:O, P(AOE):%:O,
P(BHC):%, P(BﬂD)Z;—6=%,
P(BmE)—3—16, P(CﬂD)z%,
P(CﬂE):;—G:O, P(DﬁE)z%.

Nyni jiZ miZeme dle nutné a postaCujici podminky nezavislosti 3.8 rozhodnout, zda je
dand dvojice jevt zdvisld, ¢i nezavisla.

Jevy Aa B ...P(AﬂB):3—16:P(A)-P(B):£-% . nezavislé
Jevy AaC ...P(AﬂC’)z%%P(A)~P(C):i~11—2:4—18 ... zavislé
Jevy Aa D ...P(AﬂD):O#P(A)-P(D):i-ll—g:% ... zavislé
Jevy Aa E ...P(AﬂE):O#P(A)-P(E):i 31_6:1Ti4 ... zavislé
Jevy BaC ...P(BOC):%#P(B)~P(C):$~1—12:1L08 ... zavislé
Jevy BaD ...P(BOD):%#P(B)~P(D):%~1—18:1—é2 ... zavislé
Jevy BaE ...P(BmE):%#P(B)-P(E):g—z-%:%% .. Zévislé
JevyCaD ...P(C’OD):%#P(C)~P(D):11—2~1i8:2—16 ... zavislé
JevyCaFE ...P(C’ﬁE)zO#P(C’fP(E)z%~£:é ... zavislé
JevyDa E ...P(DmE):3—16#P(D)-P(E):l—lg-%:% ... Zévislé

3.26. Dva stielci stfileji na ter¢. Adam se trefi do terCe s pravdépodobnosti 90%,
Bedfich pouze s pravdépodobnosti 70%. Jakd je pravdépodobnost, Ze se trefi

a) oba strelci,

b) alespon jeden ze stfelcti,

Priklad 3.26
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¢) pouze jeden ze stielct,
d) pouze Bedfich,
e) zadny ze stfelci?

ReSeni: Musime si uvédomit, Ze stielci stiileji na ter¢. Kazdy stfili ,,po svém*, tedy fakt,
7Ze se trefi Adam, nijak nezavisi a ani neovlivituje fakt, Ze se trefi Bedfich. Oznacime si
jev A ...,,Adam se trefi“ a jev B ... ,Bedfich se trefi“. Tyto dva jevy jsou nezavislé.

Situaci si v kazdé dloze zv1ast’ zndzornime pomoci Vennova diagramu. Vybarvime
vzdy plochy, které odpovidaji jevu, jehoZ pravdépodobnost pocitime. Jsme-li uvnitt
kruhu znédzornujiciho jev A, znamend to, Ze Adam se trefil, jsme-1i uvnitf kruhu znazor-
nujiciho jev B, znadi to, Ze se trefil Bedfich. V§imneme si, Ze Venntv diagram popisujici
situaci se dvéma zdkladnimi jevy (viz obrdzek 3.11), obsahuje Ctyfi souvislé plochy.
Postupné si pro kazdou z téchto ploch uvédomime, zda odpovidd ndmi sledovanému
jevu. Pokud ano, obarvime ji. Uvnitf plochy I. se netrefil ani jeden ze stielct (tj. trefi
se nula stfelci), uvnitt plochy II. se trefil pouze Adam (tj. trefi se jeden stfelec), uvnitf
plochy III. Adam i Bedfich (tj. trefi se dva stfelci) a uvnitf plochy IV. se trefi jen Bedfich
(tj. trefi se jeden stielec).

2

Obrazek 3.11: Vennlv diagram se dvéma jevy

o)

Obrazek 3.12: Trefi se oba stielci

Poté si uvédomime, jestli ndmi vyznacend plocha neodpovidd né€které z operaci
provadénych s jevy ¢i jestli ndmi vyznacenou plochu nelze ,,vystithat™ a ,,poslepovat*
z ploch, které jiZ mame vypocitdny nebo je umime vypocitat.
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a)

b)

c)

2

b
W

Obrazek 3.13: Trefi se alespoii jeden stielec

Q

b
W

Obrazek 3.14: Trefi se pravé jeden stielec

Sledujeme situaci, kdy se trefi oba stfelci. Tomuto stavu odpovid4d vybarveni
pouze plochy III., viz obrdzek 3.12. Vidime, Ze jsme vybarvili stejnou plochu,
jakd je na Obrazku 3.6 znazornujicim prinik. PoCitdme tedy pravdépodobnost
praniku jevd A a B. JelikoZ jsou jevy A a B nezdvislé, mizeme k vypoctu této
pravdépodobnosti vyuZzit vztah 3.8.

P(AnB)=P(A)-P(B)=0,9-0,7=0,63
Pravdépodobnost, Ze se trefi oba stielci, je 63%.

Nyni sledujeme situaci, kdy se trefi alesponi jeden ze stfelcti. Tomuto stavu odpo-
vida vybarveni ploch II., III. a IV., viz Obrazek 3.13. Vidime, Ze jsme vybarvili
stejnou plochu, jakd je na Obrazku 3.7, ktery zndzoriuje sjednoceni. Pocitdme
tedy pravdépodobnost sjednoceni jevii A a B, a to na zaklad€ vzorce 3.5.

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,94+0,7—0,63=0,97
Pravdépodobnost, Ze se trefi alesponi jeden ze stielct, je 97%.

V pripadg, Ze se trefi pouze jeden ze stielct, vybarvime plochy II. a IV., viz ob-
rdzek 3.14. Tuto plochu napfiklad dostaneme, odsfihneme-li z obarvené plochy
na obrazku 3.13 plochu obarvenou na Obrazku 3.12. To znamen4, Ze od prav-
dépodobnosti sjednoceni jevii A a B odeCteme pravdépodobnost priniku téchto
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Q
A B
1.
Obrazek 3.15: Trefi se pouze Bedfich
Q
A B
1.

Obrazek 3.16: Netreff se ani jeden stielec

jeva.
P(AUB)—-P(ANB)=0,97—-10,63=0,34

Pravdépodobnost, Ze se trefi pravé jeden ze stielct, je 34%.

d) V dal$im pfipadu nds zajima situace, kdy se trefi pouze Bedfich, to znamenad, Ze
vybarvime pouze plochu IV., viz obrdzek 3.15. Tuto plochu naptiklad dostaneme,
odsfihneme-li z plochy kruhu B plochu obarvenou na Obrdzku 3.12. To znamend,
Ze od pravdépodobnosti jevu B odecteme pravdépodobnost priiniku jevi A a B.

P(B)—P(ANnB)=0,7—-0,63=0,07
Pravdépodobnost, Ze se trefi pouze BedFich, je jen 7%.

e) Nakonec mdme spocitat pravdépodobnost, Ze se netrefi Zadny ze stfelcd. Tomu
odpovida vybarveni plochy 1., viz Obrazek 3.16. Tuto plochu napiiklad dosta-
neme, odsfihneme-li z plochy celého obdélniku oznacujictho mnoZinu vSech ele-
mentdrnich jevi € plochu obarvenou na obrazku 3.13. To znamen4, Ze od prav-
dépodobnosti jevu jistého odecteme pravdépodobnost sjednoceni jevi A a B.

1-P(AUB)=1-10,97=0,03

Pravdépodobnost, Ze se netrefi pravé ani jeden ze stelcd, je 3%.
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3.27. Student vykondava zkousku skladajici se ze tif samostatnych ¢asti. Jednotlivé ob- Piiklad 3.27

lasti zkouSky spolu nesouvisi. Pravdépodobnost, Ze student splni dspésné prvni ¢ast je,
70%, druhou 95% a tteti 80%. Jakd je pravdépodobnost, Ze

a) vykond tdspé€sSné vSechny tfi ¢asti zkousky,
b) nevykond uspésné zZadnou z ¢asti zkousky,
¢) pouze prvni ¢ast zkousky,
d) alespoii dvé ¢dsti zkousky?
Reseni: Piistup k feSent této dlohy bude velmi podobny pfedchozimu piikladu. BohuZzel

Ve

v$e bude slozitéjsi, a tim i méné prehledné. Opét si miZeme uvédomit, Ze Gspésné
splnéni jednotlivych ¢4sti zkousky na sobé nijak nezdvisi. Mame tedy tfi nezavislé jevy.
Oznacime si jev A . ..sloZeni prvni ¢ésti, jev B ...sloZeni druhé ¢asti a jev C .. .sloZeni
tieti Casti.

Q

Obrazek 3.17: Vennlv diagram se tfemi jevy

Situaci si v kazdé tloze zv14st’ zndzornime pomoci Vennova diagramu. Vybarvime
vzdy plochy, které odpovidaji jevu, jehoZ pravdépodobnost pocitime. Jsme-li uvnitf

s vz

kruhu znazornujiciho jev A, znamena to, Ze student tspésné sloZil prvni ¢ast, jsme-li
uvnitf kruhu zndzornujiciho jev B, znaci to tsp€sSné sloZeni druhé ¢asti a jsme-li uvnitf
kruhu zndzornujictho jev C, znaci to usp€sné sloZeni tieti Casti. VSimneme si, Ze Venndv
diagram popisujici situaci se tfemi zdkladnimi jevy (viz obrdzek 3.17), obsahuje osm
souvislych ploch. Postupné si pro kazdou z té€chto ploch uvédomime, zda odpovida
nami sledovanému jevu. Pokud ano, obarvime ji.

Uvnitf plochy I. nebyla splnéna Z4dna z ¢4sti zkousSky (tj. bylo splnéno nula &asti),
uvniti plochy II. je splnéna pouze prvni Cést (tj. byla spln€na jedna ¢dst), uvnitf plochy

s vz

III. pouze prvni a tfeti ¢ast (tj. byly splnény dvé asti), uvnitt plochy I'V. pouze prvni
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Obrazek 3.18: VSechny ¢4sti zkousky splnény

Obrazek 3.19: Nesplnéna zadna ¢4st zkousky
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Obrazek 3.20: Splnéna pouze prvni ¢ast zkousky

v v oz

Obrazek 3.21: Splnény alespon dvé ¢asti zkousky
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s Yz

a druhd Cast (tj. byly splnény dvé ¢asti), uvnitf plochy V. byly splnény vSechny tfi

VoM 2

Casti(tj. byly splnény tfi ¢asti), uvnitf plochy VI. byla splnéna pouze treti cast (tj. byla
splnéna jedna Cast), uvnitf plochy VII. pouze druhd ¢ést (tj. byla splnéna jedna cast)

P

a uvnitt plochy VIII. pouze druhd a tieti ¢ast (tj. byly spln€ny dvé ¢asti).
Poté si opét uvédomime, jestli ndmi vyznacend plocha neodpovida nékteré z opera-

ci provddénychs jevy €i jestli ndmi vyznacenou plochu nelze ,,vystifhat* a ,,poslepovat

113

z ploch, které jiz mame vypocitiny nebo je umime vypocitat.

a)

b)

Vw2

Sledujeme situaci, kdy byly splnény vSechny tfi ¢asti zkousky. Tomuto stavu od-
povida vybarveni pouze plochy V., viz Obrdzek 3.18. Vidime, Ze jsme vybarvili
plochu znazorfujici prinik vSech tfi jevi. Pocitame tedy pravdépodobnost pri-
niku jevi A, B a C. JelikoZ jsou jevy A a B nezavislé, midZeme k vypoctu pravdeé-
podobnosti jejich priniku vyuZit vztah 3.8. Déle i jevy (AN B) a C jsou nezdvislé
jevy, proto miZzeme opét aplikovat vzorec 3.8 a cely vypocet shrnout

P(ANBNC) = P(A)-P(B)-P(C) =0,7-0,95-0,8 = 0,532

Ve ow 2

Pravdépodobnost, Ze student sloZ{ tisp&$né vSechny tfi &asti je 53, 2%.

Nynf sledujeme situaci, kdy student nevykond Zadnou cast zkousky. Tomuto stavu
odpovida vybarveni plochy 1., viz Obrdzek 3.19. Vidime, Ze jsme vybarvili plo-
chu, kterd vznikne odstfiZenim plochy zndzornujici sjednoceni vSech tff jevi od
celkové plochy. Poc¢itdme tedy pravdépodobnost sjednoceni jevii A, B a C, a to
tak, Ze nejprve na zakladé vzorce 3.5 spocitame pravdépodobnost sjednoceni jevi
AaB.

P(ANB) = P(A)- P(B) =0,7-0,95 = 0,665
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0,7+ 0,95 — 0,665 = 0,985

Névaznym aplikovanim stejného vzorce na sjednoceni jevii (AUB) a C obdrZime
ndsledujici vypocet.
P((AuB)NnC)=P(AUB)-P(C)=0,985-0,8=0,788
P((AuB)UC)=P(AUB)+ P(C)—-P((AUB)NC)
=0,985+0,8 - 0,788 = 0,997

Nakonec, jak jsme jiz fekli, odecteme tuto pravdépodobnost od pravdépodobnosti
jistého jevu (tj. od 1).

1—-P(AUBUC)=1-0,997 = 0,003

Pravdépodobnost, Ze nesloZi dspésné ani jednu z Edsti, je pouze 0, 3%.

¥z

V pfipadé, Ze student slozi ispésné pouze prvni ¢dst zkousky, vybarvime pouze
plochu II., viz Obrazek 3.20. Tuto plochu napfiklad dostaneme, odstiihneme-1li
z plochy jevu A plochy III., IV. a V. Plochy IV. a V. dohromady znézornuji prinik
jevi A a B. Plochu III. obdrzime, pokud od plochy zndzornujici prinik jevi A
a C odstfihneme plochu V. zndzornujici prinik vSech tfi jevi. Pravdépodobnost
P(AN B)aP(AN BNC(C) jiz vypolitdnu mame z bodu a), vypolitame tedy uz
jen pravdépodobnost P(A N C).

P(ANnC)=0,7-0,8=0,56
Konec¢ny vypocet bude

P(A) — P(ANB) — (P(ANC) — P(ANBNC)) =
=0,7— 0,665 — (0,56 — 0,532) = 0,007.

v o2 ¥z

Pravdépodobnost, Ze student sloZi dspésné pouze prvni &ést, je 0, 7%.
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d) Nakonec mdme spocitat pravdépodobnost, Ze student vykond tspésné alespon

3.28.

dvé casti zkousky. Tomu odpovidd vybarveni ploch IIL., IV., V. a VIII. viz Ob-
razek 3.21. Tuto plochu napriklad dostaneme slepenim jednotlivych zminénych
ploch. Kromé plochy VIII. jsme jiZ vSe vypocitali v pfedchozi ¢4sti. Plochu VIII.
ziskdme napiiklad odstfizenim plochy V. znazoriujici prinik vSech ti{ jevli od
plochy znazornujici prinik jevi B a C.

P(BNC)=0,95-0,8=0,76
P(BNC)—P(ANBNC)=0,76 — 0,532 = 0,228

Konecny vypocet bude

(IV. + V.) + IIL. 4 VIIL = 0,665 + (0,56 — 0,532) + 0,228 = 0,921

Pravdépodobnost, Ze student vykond tispésné alespon dvé ¢ésti zkousky, je 92, 1%.

Hazime Sestkrat kostkou. Jak4 je pravdépodobnost, Ze

a) padne Sestkrat dvojka,

b) padne Ctytikrdt dvojka (a dvakrit néco jiného nez dvojka),

¢) padne alespoii jedna dvojka,

d) alespon tfikrat dvojka?

Reseni: Zcela ziejmé se kostka nijak neni¢i a jednotlivé hody se vzdjemné nijak neo-
vliviiuji. Jednotlivé hody midZeme povaZovat za nezdvislé pokusy a jejich vysledky za
nezavislé jevy.

a)

b)

Padne Sestkrat dvojka, to znamend, Ze dvojka padla v prvnim hodu a zidroven
v druhém hodu a zdrovein ve tietim hodu, ...Mluvime tedy o priniku Sesti jeva.
Vyse jsme fekli, Ze jevy jsou nezavislé, to znamenad, ze pravdépodobnost priniku
t€chto jevid se rovnd soucinu pravdépodobnosti jednotlivych jevi. Pravdépodob-
nost, Ze v jednotlivém hodu padne dvojka je ziejmé %. Potom plati

11111 1 \® 1
P(AY ==-.—-.—-.—-.=-._ =(-=] =— =0,00002.
()666666<6> 66

Pravdépodobnost, Ze padne Sest dvojek, je asi 0, 002%.

Jak vypada situace, kdy padne Ctyfikrat dvojka (a dvakrat néco jiného nez dvojka)?
Napriklad (2,2,2,2,x.x),alei (2,2,2,x,2 X),to znamend, Ze hleddme vSechny uspo-

fadané pétice skladajici se ze Ctyf dvojek a dvou jinych cisel, tedy hledame

vSechny permutace s opakovanim, kdy jeden prvek se opakuje Ctyfikrat a druhy

dvakrét. PoCet té€chto permutaci je

6! 6 6-5
m<4>—15~

Maéme 15 mozZnych stavii, kdy padly Ctyti dvojky. Je jasné, Ze nastal jeden z téchto
ptipadii, coz mimo jiné znamend, Ze jsou tyto jevy neslucitelné a pravdépodob-
nost jejich sjednocent je rovna souctu pravdépodobnosti jednotlivych jevi.

A jaké jsou tyto pravdépodobnosti? Vidime, Ze se jednd o prinik Sesti nezdvis-
Iych jevi, pficemZ Etyfi z nich maji pravdépodobnost & a dva 2. To znamend, Ze
jednotlivé pravdépodobnosti jsou rovny

() (3)-

Priklad 3.28
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Celkovou zjist'ovanou pravdépodobnost vypocteme jako soucet patndcti pravde-
podobnosti stejné hodnoty, ¢ili jako patnactindsobek této hodnoty.

P(B) =15- (é)4 : (2)2 =0, 0080

Pravdépodobnost, Ze padne Etyfikrat dvojka, je asi 0, 8%.

Padne alespon jedna dvojka. Tento fakt miizeme rozepsat dvéma zptisoby. Bud’
miZeme fici, Ze padla jedna dvojka, nebo padly dvé dvojky, nebo padly tfi dvojky,
... Tento rozpis ukazuje na sjednoceni jevd. Navic si musime uvédomit, Ze ne-
muiZe nastat zdroven, Ze by padla (prdvé) jedna dvojka a (pravé) dvé dvojky.
Proto se jedna o neslucitelné jevy. Pravdépodobnost sjednoceni neslucitelnych
jevu se rovnd souctu pravdépodobnosti jednotlivych jevi (viz vzorec 3.6). Museli
bychom tedy spocitat pravdépodobnosti Sesti jevi, z nichZ prvni znamena: padla
jedna dvojka, druhy: padnou dvé dvojky, tieti: padnou tfi dvojkys, . .., a poté vSech
Sest pravdépodobnosti secist. Vypocet jednotlivych pravdépodobnosti by se pro-
vadel obdobné jako v pripadé b), kdy jsme pocitali pravdépodobnost jevu, Ze
padnou ¢tyti dvojky. Pocitali jsme dle postupu

SORGRORONO]

Obdobné bychom spocitali pravdépodobnost v piipadé, Ze ndm padne jedna dvojka

SRONORER

Ze nam padnou dvé dvojky

() (5) () = voaom

Ze nam padnou tii dvojky

() (5) (5 =ooms

Ze nam padne pét dvojek

() () () =ooom

Ze ndm padne Sest dvojek

() (5) (5) =omoee

Celkovéa pravdépodobnost se vypocitd jako soucet vSech vypocitanych pravdépo-
dobnosti

P(C) = 0,4019+0, 2009 4 0, 0536 + 0, 0080 + 0, 0003 + 0, 00002 = 0, 66472.

Jak vidime, tento postup byl velmi pracny.

Ale existuje i jiny piistup. MiZeme si uvédomit, Ze jev ,,Padne alesponi jedna
dvojka® je opatnym jevem k jevu ,,Nepadne zZaddna dvojka“. Pravdépodobnost
opacného jevu je rovna dopliitkové pravd€podobnosti, viz (3.4). Stac¢i ndm tedy
spocitat pravdépodobnost jevu ,,Nepadne zZiddna dvojka®, coZ jinym zplisobem
miZeme opsat tak, Ze ,,V prvnim hodu nepadla dvojka a zdroven v druhém hodu
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nepadla dvojka a zdroven ve tietim hodu nepadla dvojka, ... Jednd se o vza-

jemné nezavislé jevy, a proto pravdépodobnost jejich priniku se rovna soucinu
5

pravdépodobnosti. Pravdépodobnost kazdého z jednotlivych jevi je rovna .

6 6
5 5 5 5 5 b 5 5
PCHY==-=-=-—.—.= =(=-] == =0,3349
(@) 6 6 6 6 6 6 (6) 66 ’
PC)=1- P(C’) =1-0,3349 = 0,6651

ObdrZeli jsme (skoro) stejny vysledek jako v pfedchozim vypoctu. Rozdil je
dan zaokrouhlovaci chybou. Ta byla vétsi v pfedchozim vypocltu, protoZe jsme
v ném zaokrouhlovali vSech Sest mezivypoctl. Pravdépodobnost, Ze padne ale-
spofi jedna dvojka, je asi 66, 51%.

d) V poslednim pfipadu mame vypocitat pravdépodobnost situace, kdy ndm pad-
nou alespoil tfi dvojky. To znamend, Ze padnou tfi dvojky, nebo padnou Ctyfi
dvojky, nebo padne pét pétek nebo padné Sest pétek. NaS sledovany jev je sjed-
nocenim Cty¥ dil¢ich jeva. Tyto jednotlivé jevy jsou vzdjemné neslucitelné, prav-
dépodobnost sjednoceni se vypocitd jako soucet pravdépodobnosti jednotlivych
jevi. VSechny tyto pravdépodobnosti jsme jiz vypoditali v Casti ¢). MizZzeme uvést
kone¢ny vypocet.

P(D) = 0,0536 + 0,0080 + 0,0003 + 0,00002 = 0,06192

Pravd&podobnost, Ze padnou alespoi tii dvojky, je asi 6, 19%.

3.4 Uplna pravdépodobnost

Neékdy se dostaneme do situace, Ze nds zajimd pravdépodobnost vyskytu jevu A, jestlize
zname pravdépodobnosti vyskytu tohoto jevu za riznych podminek P(A|B;), P(A|Bz2)
..., P(A|By,) a také pravdépodobnosti, s jakymi tyto podminky nastanou, tj. P(By),
P(Bs), ..., P(By). Jingmi slovy vime, Ze ndhodnému pokusu, jehoz vysledkem mize
byt ndmi sledovany jev, predchézel jiny ndhodny pokus, jehoZ v§echny mozné vysledky
zname, ale nevime, ktery z vysledkd nastal.

Prikladem mtiZe byt situace, kdy zname, jak velkou ¢ast populace tvoii Zeny a ja-
kou muzi. Ddle vime, jak velkd Cast Zen a jaky podil muzi trpi urcitou chorobou. Zajima
nds, jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana osoba trpi touto chorobou.

Takto jednoduchy priklad by asi néktefi z nds na zdklad¢ dosavadnich znalosti jiz
uméli vypocitat. Ale jisté ne vSichni. Navic se vétSinou ocitneme v daleko sloZit€jsi
situaci. Proto si uvedeme trochu teorie a par vzorct, které nam v podobnych ptipadech
pomohou.

Definice 3.4.1. Rekneme, Ze soubor mnoZin {Bi1,Bs,...,B,} tvofi rozklad ne-
prazdné mnoziny €2 na tfidy, jestlize plati:

e Vi=1,....n:B; CQ

e Vi=1,...,m5=1,...,n;i #j:B;,NB; =0.

Rozkladem mnoziny 2 na tfidy je soubor disjunktnich podmnoZin, jejichZ sjed-
nocenim je celd mnozina €2. Lidové feCeno, mnoZinu ) ,rozstithame* na dily. Na Ob-
razku 3.22 ndzorné vidime rozklad mnoziny € na Sest tiid.

Uvédomme si, Ze kazdy nahodny jev miiZeme prezentovat jako mnoZinu. Rozkladu
mnoziny vSech elementarnich jevi € na tfidy nékdy fikdme uplny systém vzdjemné
neslucitelnych jevii.
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Obrazek 3.22: Rozklad na tiidy

Na Obrézku 3.23 vidime rozklad libovolného ndhodného jevu A v tplném systému
vzajemné nesluCitelnych jevd. Pfipomeneme-li si pfedstavu P (=pravdépodobnosti) jako
P (=plochy) a také vzorec pro podminénou pravdépodobnost (3.7), pak si na zdkladé
tohoto obradzku lehce odvodime vzorec

P(A)=P(ANBy)+ P(ANBy)+...+ P(AN Bg)
= P(B1) - P(A|By) + P(B2) - P(A|B3) + ...+ P(Bg) - P(A|Bs).

Zobecnénim je pak néasledujici vzorec pro tplnou pravdépodobnost.

B, / Bs / Bs

By \ By Be

Obrazek 3.23: Rozklad jevu A v iplném systému vzdjemné neslucitelnych jevi

Véta 3.4.2 (Uplna pravdépodobnost). Jestlize jevy { By, Bs, ..., B, } tvoii iiplny sys-
tém vzdjemné neslucitelnych jevii a plati P(B;) # 0,Vi = 1,...,n, miZeme pravdé-
podobnost libovolného jevu A spocitat pomoct tzv. vzorce tiplné pravdépodobnosti

P(4) =3 P(Bi): P(4B). (3.9)
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3.29. V diln€ jsou dva stroje. Prvni, na kterém je vyrobeno 60% celé produkce, ma
zmetkovitost 2%. Na druhém stroji je vyroben zbytek produkce. Tento stroj je vSak
méné kvalitni a vyrdbi 10% zmetkd. Jak velky podil z celkové produkce dilny tvori
zmetky?

Reseni: Co miizeme vy&ist ze zadani piikladu? Oznatme si jev A ...vyrobek je zme-
tek, jev B ...vyrobek je vyroben na prvnim stroji a jev By ...vyrobek je vyroben na
druhém stroji. Vime, ze P(By) = 0,6, P(Bz) = 0,4, P(A|By) = 0,02a P(A|Bz) =
0,1.

Ziejmé plati By N By = () A By U By = , to znamen4, Ze jevy By a By tvofi
Uplny systém vzajemné nesluCitelnych jevli, mizeme tedy vypocitat pravdépodobnost
jevu A pomoci vzorce (3.9) pro tiplnou pravdépodobnost.

P(A) = P(B1) - P(A|B1) + P(B2) - P(A|Bs)
=0,6-0,02+0,4-0,1=0,012+ 0,04 = 0,052

Zmetky tvori 5, 2% ze vSech vyrobkl vyrobenych v dilné.

Jakou tvahu bychom mohli pouzit, pokud bychom neznali vzorec (3.9) pro tplnou
pravdépodobnost? Vime, Ze zmetky mohou byt vyrobeny na prvnim nebo na druhém
stroji, to znamen4, Ze celkovy pocet zmetkd je souctem zmetkd z prvniho a z druhého
stroje. A kolik zmetkd je z prvniho stroje? Ze zadani vime, Ze 2% z 60% v8ech vyrobkd,
tj. 0,02 - 0,6. Obdobné je 10% z 40% vyrobkl tvofeno zmetky z druhého stroje, tj.
0,1-0,4. Celkem tedy mdme 0,02 - 0,6 + 0,1 - 0,4 = 0,052. ObdrZeli jsme stejny
vysledek jako pfi piedchozim zpisobu vypoctu.

3.30. Studenti prvniho ro¢niku tvoii polovinu vSech studentti sledované vysoké skoly,
studenti druhého ro¢niku tvori tfetinu a zbytek studenttl jsou studenti tretiho ro¢niku.
V prvnim ro¢niku je 70% divek, ve druhém 45% a ve ttetim 60% divek. Jak velky podil
studentd vysoké Skoly tvori divky?

Reseni: Oznatme si jev A .. .student je divka, jev B ...student prvniho roéniku, jev
Bs ...student druhého ro¢niku a jev Bs .. .student tfetiho ro¢niku. Vime, Ze P(B;) =
3 P(B2) = 3, P(Bs) = 1 =3 — 3 = g, P(A|B1) = 0,7, P(A[By) = 0,45
a P(A|B3) =0,6.

Plati BN By = (Z)/\BlﬂB3 = @/\BgmBzg = @/\Bl UBsU By = 2, to znamend,
Ze jevy Bi, Bo a Bs tvori uplny systém vzajemné nesluCitelnych jevl, mizeme tedy
vypocitat pravdépodobnost jevu A pomoci vzorce (3.9) pro tplnou pravdépodobnost.

P(A) = P(B1) - P(A|B1) + P(Bz) - P(A|B2) + P(Bs3) - P(A|B3)

1 1 1
=5 0.7+ 50,45+ £-0,6=0,35+0,15+0,1=0,6

Divky tvoii 60% ze vSech studentd Skoly.

Neékdy se dostaneme do situace, kdy potfebujeme zjistit pravdépodobnou piicinu
sledovaného jevu. Napiiklad nejpravdépodobnéjsi pri¢inu né€jaké nemoci, pravdépo-
dobnosti vSech moznych pri¢in ekonomického stavu nasi firmy atd.

Touto problematikou se zabyv4 Bayesova véta, kterd se vétSinou uvadi ve formé
tzv. Bayesova vzorce.

Véta 3.4.3 (Bayesuv vzorec). Jestlize jevy {B1, Ba, ..., B,} tvoii iplny systém vzd-
jemné neslucitelnych jevii, A je libovolny ndhodny jev, zndme jednotlivé pravdépodob-
nosti viech jevit B;, P(B1), P(Bz),...,P(B,) a ddle zndme podminéné pravdépo-
dobnosti P(A|By), P(A|Bs),..., P(A|By,), pficemz plati P(A) # 0 a P(B;) # 0,
pro viechna i = 1,...,n, pak miiZeme spocitat vSechny pravdépodobnosti P(B|A),
P(Bs|A), ..., P(By,|A) pomoci tzv. Bayesova vzorce

P(B;) - P(A|B))

P S B PAB) 610

Priklad 3.29

Priklad 3.30
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vy

Pro pochopeni bude ndzornéjsi a mnohdy k pouZiti sta¢i nejjednodussi varianta
Bayesova vzorce

P(B)- P(A|B)
PO = 5@y piaim) + P PABY
o P(B) - PAB)
PUIA = 5By PAIB) + P@) - PAB) G0

V &em je zjednoduieni verze Bayesova vzorce v poznamce? Uplny systém vza-
jemné neslucitelnych jevi obsahuje pouze dva jevy. Prvnim jevem necht’ je tfeba jev A.
Jak bude vypadat druhy jev (oznacime jej B)? Vime, Ze musi mit s jevem A prazdny
prinik a Ze sjednocenim téchto dvou jevi musi byt celd mnoZina vSech elementarnich
jeva Q, symbolicky zapsino AN B =0 A AU B = Q.

Takovéto vlastnosti ma opacny jev k jevu A. To znamend, ze B = A’. Pak uZ lehce
za vyuziti defini¢niho vzorce 3.7 pro podminénou pravdépodobnost a vzorce (3.9) pro
uplnou pravdépodobnost odvodime nésledujici rovnosti

P(ANB) P(BNA) _ P(B) - P(A|B)
P(A)  P(A)  P(B)-P(AB)+ P(B) P(AB)

P(B|A) =

Tim jsme se dostali k vzorci (3.11). Zdkladni Bayesiv vzorec (3.10) by se odvodil
podobnym (i kdyZ pro nds méné prehlednym) zpiisobem.

Piiklad 3.31 3.31. V Prikladu 3.29 zjistéte, jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodny zmetek byl vyro-

ben na prvnim stroji.

Reseni: Pripomenme si ndsledujici informace z Ptikladu 3.29.
Jev By ...vyrobek je vyroben na prvnim stroji, P(B1) = 0, 6,
jev Ba ...vyrobek je vyroben na prvnim stroji, P(Bz2) = 0, 4,
jev A ...vyrobek je zmetek, P(A|B1) = 0,02, P(A|B2) =0, 1.
Nyni ndm jiz staci dosadit do Bayesova vzorce (3.10) a vypocitat poZadovanou
pravdépodobnost.

P(By) - P(A|B1)
P(B1) - P(A|B1) + P(B2) - P(A|B>)
- 0,6-0,02 0,012
©0,6-0,0240,4-0,1 0,052

P(By|A) =

=0,2308

Pravd&podobnost,Ze ndhodné vybrany zmetek byl vyroben na prvnim stroji, je 23, 08%.

Piiklad 3.32 3.32. Uvazujme piipad Skoly z Ptikladu 3.30. Na chodbé $koly jsme potkali divku. Jaka
je pravdépodobnost, Ze je studentkou tietiho ro¢niku?

Reseni: Pfipomeinme si nasledujici informace z pfl’kladu 3.30.
Jev By ...student je v prvnim ro¢niku, P(B1) = 5

jev Bs .. .student je v druhém ro¢niku, P(Bg) = %
jev Bs ...student je v tfetim roéniku, P(B3) = &,

jev A ...student je divka, P(A|By) = 0,70, P(

m

) = 0,45, P(A|Bs) = 0, 60.

Nyni ndm jiz staci dosadit do Bayesova vzorce 3.10 a vypocitat poZzadovanou pravdeé-

podobnost.
P(Bs)- P(A|Bs)
P(B3|A) =
Bald) = BB PlAIB:) + P(B.) - P(A[Bs) 1 P(Ba) P(AIBS)
1.0,60 01 1.
= 5 — D 20,1667

1 1 1
1.0,70+1.0,45+1.0,60 0,6 6

Pravd&podobnost, Ze divka na chodbé je z prvniho ro¢niku, je asi 16, 67%.
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3.33. Skupina ekonomi rozdélila sledované firmy do ¢tyf skupin. V prvni kategorii je
70 firem, kterym nehroz{ bankrot, Ctyfi firmy v druhé kategorii maji pétiprocentn{ riziko
bankrotu, ve treti kategorii je 20 firem s rizikem bankrotu 25% a Sest firem ve Ctvrté
skupiné ma vysi rizika bankrotu rovnu 50%. Jedna ze sledovanych firem zkrachovala,
jaka je pravdépodobnost, Ze patfila k nejrizikovéjsi skupiné?

ReSeni: Vime, Ze mame celkem 70 + 4 + 20 + 6 = 100 firem. Ozname

jev By ...firma je v prvni skupiné, P(B;) = %,

jev By .. .firma je v druhé skuping, P(Bs) = ﬁ,

jev By ...firma je v tfeti skuping, P(Bs) = 25,

jev By ...firma je v &tvrté skuping, P(By) = 105,

jev A ...firma zkrachuje.

D8le je P(A|By) = 0, P(A|Bs) = 0,05, P(A|Bs) = 0,25, P(A|By) = 0, 5. Zajim4

.....

firmy. Dosazenim do Bayesova vzorce (3.10) dostdvame ndsledujici vypocet

P(B4|A) =

_ P(By) - P(A|By)

~ P(B1)- P(A|B1) + P(Bz) - P(A|By) + P(B3) - P(A|B3) + P(Ba) - P(A|By)
0,06-0,5 0,03

_ - = 0,36509.
0,7-0+0,04-0,05+0,2-0,25+0,06-0,5 0,082

Pravdépodobnost, Ze zbankrotovand firma ndleZela do nejrizikovejsi skupiny, je asi
36,59%.

3.5 Cviceni

3.5.1. V osudi je 5 modrych kouli, 5 Cervenych, 6 bilych a 4 zelené koule. Ndhodné
vytdhneme jednu kouli. Jakd je pravdépodobnost, Ze vytaZend koule je

a) modra, b) Cervena, ¢) bil4, d) zelena?

3.5.2. Mame mariaSové karty. Ndhodné snimame jednu kartu. Jaka je pravdépodobnost,
Ze jsme sejmuli

a) eso, ¢) krizového krale,

d) kartu s hodnotou od sedmi do deseti
b) zaludovou kartu, (vCetné)?

3.5.3. Eva,Jana, Karel a Pepa hraji s mariaSovymi kartami. Rozdalo se ze zamichaného
balicku po Ctyfech kartach. Jaka je pravdépodobnost, Ze

a) Evama dvé esa?, d) nikdo nemd Zadnou pikovou kartu,
b) maji obé divky dohromady dvé esa, ¢) md Pepa kaZdou kartu jiné barvy,

f) md Pepa vSechny karty stejné
c¢) Karel nema Zadnou pikovou kartu, barvy?

3.54. Hazime jedenkrit dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne
a) na obou kostkach Sestka,
b) aspoii na jedné kostce Sestka,

¢) na prvni kostce sudé Cislo a na druhé Cislo 4,

d) na prvni kostce o dvé vice neZ na kostce druhé,

Priklad 3.33
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e) na prvni kostce dvojndsobek toho, co na druhé kostce,
f) soucet hodnot na obou kostkach roven 8?

3.5.5. Hazime jedenkrat péti mincemi. Jakd je pravdépodobnost, Ze padne

a) na vSech mincich lic, d) alespoii na jedné minci lic,
b) pouze na jediné minci lic, e) alespon na dvou mincich lic,
¢) presné na dvou mincich lic, f) na vét§iné minci lic?

3.5.6. Koupili jsme si dvalosy, kazdy v jiné loterii. V prvnf loterii vyhrdva kazdy desaty
los, ve druhé kazdy paty. Jakd je pravdépodobnost, Ze

a) vyhrajeme na oba losy,

b) vyhrajeme na alespoii jeden los,

¢) vyhrajeme na prave jeden los,

d) vyhrajeme na prvnf los, ale nikoliv na druhy,
e) vyhrajeme na druhy, ale nikoliv na prvni,

f) nevyhrajeme na zddny z losu?

3.5.7. Zkousku sklddajf tfi studenti, a to Pavel, Honza a Standa. Pravdépodobnost, Ze
Pavel slozi uspésné zkousku je 80%. Honza slozi zkousku s pravdépodobnosti 60%.
Standa zkousku neudéld s pravdépodobnosti 5%. Jaka je pravdépodobnost, Ze zkousku

a) uspésné sloZi vSichni tfi studenti, d) udélaji presné dva studenti,
b) udélaji jen Standa s Pavlem, e) Uspésné sloZi pravé jeden student,
¢) udéld pouze Pavel, f) nesloZi Zadny student?

3.5.8. Studenti pisi test skladajici se za dvou ¢asti. Pravdépodobnost, Ze student spravné
napiSe alespon jednu z ¢asti, je 80%. Vime, Ze 30% studentl Gspés$né napise jen prvni
cast. Student dobfe nenapiSe prvni ¢ast s pravdépodobnosti 60%. Jaka je pravdépodob-
nost, Zze ndhodny student

a) sloZzi prvni Cést testu,

b) spravné napiSe maximalné jednu Cést testu,
¢) nenapiSe ani jednu z C4st{ testu,

d) napiSe pravé jednu z Casti testu,

e) napiSe dobie pouze druhou ¢ést testu,

f) spravné napiSe obé Césti testu?

3.5.9. Mame koupeny akcie dvou firem. Pravdépodobnost, Ze ndm nebudou vyplaceny
74dné dividendy, je 35%, Ze ndm budou vyplaceny jen jedny dividendy 65%. Dividendy
z prvni firmy ndm budou vyplaceny s pravdépodobnosti 45%. Jak4 je pravdépodobnost,
Ze dostaneme dividendy

a) z druhé firmy, ¢) zobou firem,

b) pouze z prvni spolecnosti, d) z alespon jedné firmy?

3.5.10. Hazime dvakrat hraci kostkou. Zjistéte, které z nésledujicich dvojic jevi jsou
nezavislé a které zavislé.
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a) jev A: ,,Padne sudé ¢islo v prvnim hodu®, jev B: ,,V prvnim hodu padne dvojka“
b) jev A: ,,Padne sudé islo v prvnim hodu®, jev C: ,,Padne jednicka a dvojka*
¢) jev A: ,,Padne sudé ¢islo v prvnim hodu®, jev D: ,,Padne soucet 7

d) jev E: .V prvnim hodu padne 1 a v druhém 4, jev F: ,,Soucin hodnot obou hodi
je roven 4

3.5.11. Predpokladejte jevy z Prikladu 3.5.10. Vypocitejte nasledujici podminéné prav-
dépodobnosti

a) P(A|B), ) P(B|A), e) P(E|B),
b) P(B|C), d) P(E|F), f) P(F|E).

3.5.12. Na trhu sledujeme prodej dvou vyrobkd, a to vyrobku A a vyrobku B. Zajimalo
by nés, zda se jedné o tzv. komplementy, substituty, ¢i Ze nenfi jejich prodej vzdjemné
ovlivnén, kdyZ vime, Ze

a) pravdépodobnost, Ze si ndhodnd osoba koupi oba vyrobky, je 35%, Ze si koupi
pouze vyrobek B, je 30% a Ze si koupi aspoii jeden vyrobek, je 90%.

b) pravdépodobnost, Ze si ndhodnd osoba nekoupi Zadny vyrobek, je 10%, pravde-
podobnost, Ze si koupi pravé jeden vyrobek, je 40%, a pravdépodobnost, Ze si
koupi vyrobek A, je o 10% vySssi nez pravdépodobnost, Ze si koupi vyrobek B.

¢) pravdépodobnost, Ze si ndhodnd osoba koupi pouze jeden vyrobek, je 50%, Ze si
koupi nejvySe jeden vyrobek, je 65% a Ze osob, které si koupily pouze vyrobek
A, je stejné jako osob, které si koupily oba vyrobky.

3.5.13. Na trhu s danym vyrobkem se vyskytuje 75% tuzemskych firem oproti 25%
zahrani¢nich firem. Z tuzemskych firem se tfetina zicastnila soutéZe kvality, kdeZto ze
zahrani¢nich firem 60% vstoupilo do této soutéZe. Pfedem nemdme zZadné informace
o kvalité vyrobkii zddné z firem. Jak4 je pravdépodobnost, Ze

a) namindhodné vybrand firma, kterd prodava sledovany vyrobek, se zicastnila sou-
téze,

b) vyhra zGstane v tuzemsku?

3.5.14. Muzi tvoii 65% klienti pojist'ovny, 45% z téchto muzi mé v pojist’ovné sjed-
nano havarijni pojisténi. Toto pojiSténi ma vSak sjednano pouze 25% klientek, Zen.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze si ndhodnd osoba sjednd havarijni pojisténi?

b) Likvidator zpracovava plnéni havarijniho pojisténi. Jakd je pravdépodobnost, Ze
bude jednat s klientem, muZem?

3.5.15. Ve firmé je 5% zaméstnancl v pozici manaZera, 40% zaméstnanct tvoii tech-
nict{ pracovnici, 35% zaméstnancti jsou obchodnici a zbytek tvoii pomocny personal.
Vime, Ze na pozici manaZert je 80% muzl, mezi technickymi pracovniky je 75% muZza,
kdezto ve zbylych profesich ptrevladaji Zeny. Mezi obchodniky je 60% Zen, mezi po-
mocnym persondlem je 85% zen. Jaka je pravdépodobnost, Ze

a) ndhodnad osoba z této firmy je muz,

b) Zena, kterou potkdme na schodisti je manaZerkou firmy?
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Vysledky cviceni

3.5.1a) 25% b) 25% ¢) 30% d) 20% 3.5.2a) 12,5% b) 25% ¢) 3,125% d) 50% 3.5.3
a) 6,31% b) 21,49% c) 56,94% d) 0,11% e) 11,39% £) 0,78% 3.5.4 a) 2,78% b)
30,56% ¢) 8,33% d) 11,11% e) 8,33% f) 13,89% 3.5.5 a) 3,125% b) 15,625% c)
31,25% d) 96,875% e) 81,25% f) 81,25% 3.5.6 a) 2% b) 28% c) 26% d) 8% e) 18%
f) 72% 3.5.7 a) 45,6% b) 30,4% ¢) 1,6% d) 44,2% e) 9,8% f) 0,4% 3.5.8 a) 40% b)
90% ¢) 20% d) 70% e) 40% £) 10% 3.5.9 a) 20% b) 45% ¢) 0% d) 65% 3.5.10 a) zavislé
b) nezdvislé ¢) zévislé d) zéavislé 3.5.11 a) 16,67% b) 50% ¢) 5,56% d) 33, 33% e) 0%
f) 100% 3.5.12a) P(A) = 60%, P(A|B) = 53,85%,tedy P(A) > P(A|B) (ptipadné
P(B) = 65%, P(B|A) = 58,33%,tedy P(B) > P(B|A)), proto se jednd o substituty
(protoze fakt, Ze si osoba koupi jeden z vyrobk, snizi pravdépodobnost koupé druhého
vyrobku), b) P(A) = 75%, P(A|B) = 76,92%, tedy P(A) < P(A|B) (pfipadné
P(B) = 65%, P(B|A) = 66,67%, tedy P(B) < P(B|A)), proto se jednd o komple-
menty (protoze fakt, Ze si osoba koupfi jeden z vyrobki, zvysi pravdépodobnost koupé
druhého vyrobku),c) P(A) = 70%, P(A|B) = 70%, tedy P(A) = P(A|B) (pfipadné
P(B) = 50%, P(B|A) = 50%, tedy P(B) = P(B]|A)), proto je prodej obou vyrobki
nezavisly (protoze fakt, Ze si osoba koupi jeden z vyrobkd, nezméni pravdépodobnost
koupé& druhého vyrobku), 3.5.13 a) 40% b) 62, 5%

Napovéda: Otazku bychom mohli polozit i jinak . ..Jak4 je pravdépodobnost, Ze vitézna
(tj. ndhodna firma, kterd se zdCastnila soutéZe) je tuzemska? 3.5.14 a) 38% b) 76, 97%
Népovéda: Vime, zZe dany klient mél sjedndno havarijni pojiSténi, a zajima nés, jaka je
pravdépodobnost, Ze to byl muz. 3.5.15a) 51% b) 2,04%



Kapitola 4

Linearni algebra

4.1 Matice

4.1.1 Matice a operace s nimi
Motivacni ivaha I.

Predstavme si ndsledujici situaci. Mame tfi studenty, A. Novéka, J. Cerného a M. Héjka,
ktefi v prib&hu pololeti napsali postupné Ctyfi testy z matematiky s nasledujicim bodo-
vym ziskem: student A. Novdk ziskal z prvniho testu 48 bod, z druhého 30, ze tfetiho
33 a ze ¢tvrtého 27 bodd. Student J. Cern;’/ ziskal z prvniho testu 39 bodt, z druhého 35,
ze tfetiho 41 a ze ¢tvrtého 37 bodu. Treti student mél bodové ohodnoceni nasledovné-
z prvniho testu ziskal 34 bodi, z druhého 29, ze tretiho 38 a ze ¢tvrtého 40 bodu. Pro
vétsi prehlednost jsme zvykli uspotfddat v§echny informace do tabulky.

Testy z matematiky

Student | Prvni | Druhy | Tieti | Ctvrty
A. Novak 48 30 33 27
J. Cerny 39 35 41 37
M. Héjek 34 29 38 40

Vidime, Ze kazdé Cislo v tabulce predstavuje pocet ziskanych bodt urcitého ¢lo-
véka z urcitého testu. Tedy kazd4 ¢iselnd hodnota v tabulce se vztahuje jednak k pri-
slusnému tadku, jednak k ptislusnému sloupci. Napfiklad hodnota 41 ve druhém fadku
a tfetim sloupci uddvé, Ze student ve druhém fadku, tedy J. Cerny’, ziskal ze tretiho testu
41 boda.

Motivacni uvaha II.

Podivejme se na podobny problém. Mdme soubor patnécti lidi z mésta A. U téchto lidi
se ptdme na dvé vlastnosti, na pohlavi a vzdélani. U vzdélani rozliSujeme Ctyfi stupné,
a to zékladni (Z), sttedoskolské bez maturity (Sb), sttedoskolské s maturitou (Ss) a vy-
sokogkolské (V). U znaku pohlavi oznaéime M-muZi a Z-Zeny. Zji§téné tidaje ohledné
dotazanych patnécti osob, jak byly postupné zjist'ovany, jsou zapsany v nasledujicf ta-
bulce.

Odpovédi dotazanych osob

vzdélani | Ss | Z | V|V |Sb|Z |Ss|Sb |V |Z|Ss|Z |V |V]|Sb

N«

M| Z|Z|Z|M|Z|M|M|M

N«

pohlavi | M | M | M 7 7 M

Pocty muzi Ci Zen s urcitym dosazenym vzdéldnim miZeme piehlednéji zapsat
do nasledujici tabulky.

91
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Vzdélani
Pohlavi | Zakladni | Stiedoskolské | StredoSkolské | Vysokoskolské
bez maturity s maturitou
muZzi 2 2 2 3
zeny 2 1 1

Kazdé ¢islo v této tabulce predstavuje pocet dotdzanych osob, které jsou urcitého
pohlavi (fadky) a dosahly vyse vzdélani odpovidajici piislusnému sloupci. Tedy kazdé
Cislo v tabulce nese informaci o poctu osob s vlastnosti uvedenou v uritém radku a za-
roven vlastnosti uvedenou v urcitém sloupci.

Stejné dotaznikové Setfeni jsme navic mohli provést i ve mésté B. Vysledky zapi-
Seme do stejné tabulky.

Vzdélani
Pohlavi | Zakladni | Stiedoskolské | Stredoskolské | Vysokoskolské
bez maturity s maturitou
muZzi 2 1 2 2
zeny 1 2 4

Neni t€zké zjistit, jaky pocet z dotdzanych Zen z mést A i B dohromady mél stfe-
doskolské vzdélani bez maturity. Se¢teme Cisla z obou tabulek, kterd jsou ve druhém
fadku a druhém sloupci 1 + 2 = 3. A pokud takto seCteme odpovidajici si hodnoty
v odpovidajicim fadku a sloupci z obou tabulek, dostaneme informace o poctech muza
a zZen, které majf urcité dosaZené vzdélani, za obé skupiny dohromady. Tuto informaci
ndm uvadi nésledujici tabulka.

Vzdélani
Pohlavi | Zakladni | Stiedoskolské | StredoSkolské | Vysokoskolské
bez maturity s maturitou
muZzi 4 3 4
zeny 3 3 5

V tomto motivacnim piikladu vidime, Ze Cisla, kterd se vztahuji k ur€itému fadku
a sloupci, ma smysl sCitat. Samoziejmé ale pocet fadkt a stejné tak polet sloupcd
v obou tabulkdch, jejichZ hodnoty s¢itdime, musi byt stejny.

Motivacni uivaha III.

V posledni motivacni Gvaze opét vyjdeme z prace s tabulkami. Méjme Ctyfi kamarady
Oldu, Pavla, Jifiho a Martina. Tito kamaradi béhem svych studii bydli na stejné koleji
a ve stanku u koleje si nakupuji ovoce. Nejrad€ji maji jablka, hrusky a Svestky. Kazdy
nakoupi v mésici urcity pevné domluveny pocet kilogrami jmenovanych druhi ovoce.
Mési¢ni polty zakoupenych kilogrami tfi jmenovanych druhd ovoce ¢tyfmi kamarady
jsou zachyceny v nésledujici tabulce.

ovoce
osoba | jablka | hrusky | Svestky
Olda 3 2 1
Pavel 2 1 2
Jif{ 1 2 0
Martin 1 3 1
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Ceny jednotlivych druhti ovoce se ale béhem roku méni. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, Ze ceny jednotlivych druht ovoce se mohou ménit z mésice na mésic, ale
v konkrétnim meésici jsou neménné. Tak napiiklad porovnejme jednotlivé ceny zmino-
vanych tf{ druhd ovoce v mésici lednu a v mésici zafi. Pro prehlednost idaje znovu
usporddame do tabulky.

ceny v K¢/kg

ovoce leden | zaii
jablka 30 22
hrusky 50 25
Svestky 60 28

Nasim dkolem bude nyn{ zjistit, kolik korun zaplatil za ovoce kazdy z kamaradu
v lednu a kolik v z&fi. Lehce nahlédneme, Ze Olda v mésici lednu zaplatil za ovoce
3-30+2-5041-60 = 250 K&. Stejnou tivahou zjistime cenu ovoce koupeného Pavlem
2:-304+1-50+2-60=230K¢,Jifim1-30+ 250+ 0- 60 = 130 K¢ a Martinem
1-30+43-50+1-60 = 240 K¢&. V zafi Olda zaplatil 3-2242-25 4128 = 122 K¢,
Pavel 2-224+1-25+4+2-28 =125K¢,Jifi 12242254 0 - 28 = 72 K¢ a Martin
zaplatil 1-22 +3-25+1-28 = 125 K¢.

Kdyz si ted” uvédomime, jak jsme jednotlivé sumy vypocitali, vidime, Ze jsme
vzdy hodnoty v jednotlivych fadcich prvni tabulky ,,vynasobili“ s hodnotami ve sloup-
cich druhé tabulky. A piislu$ny fadek (jeden ze ¢tyf kamarddl) v prvni tabulce s pii-
sluSnym sloupcem (cena za ovoce v urcitém mésici) druhé tabulky jsme ,,vyndsobili*
tak, Ze jsme ndsobili vzdy pocet zakoupenych kilogramu jablek s cenou jablek, poCet
zakoupenych kilogrami hrusek s cenou hrusek a pocet zakoupenych kilogramu Svestek
s cenou Svestek a tyto souCiny jsme secetli. Vysledek miZzeme zapsat do nésledujici
tabulky.

zaplacené castky v K¢
osoba | leden zari
Olda 250 122
Pavel 230 125
Jiri 130 72
Martin | 240 125

Rozmyslete si, Ze neni ndhoda, Ze vysledna tabulka ma stejny pocet fadka jako
prvni tabulka (osoby) v této motivacni Uvaze a Ze vyslednd tabulka ma stejny po-
Cet sloupct jako druhd tabulka (mésice). Abychom danou tlohu vibec mohli vyfesit,
musela prvni tabulka mit stejny pocet sloupcti, jako méla druhd tabulka fadkd (druhy
ovoce).

V této tivaze vidime, Ze bude mit smysl urCity zptisob ndsobeni fadku a sloupct,
ale jen za jistych podminek. PoCet idaji v fadku musi byt stejny jako pocet hodnot
ve sloupci druhé tabulky.

V nasich tfech motivacnich pfikladech jsme postupné vidéli, Ze miZzeme pracovat
se souborem hodnot, které jsou uloZeny do fadki a sloupcti. Kazda hodnota v tomto
souboru se tedy vztahuje k ur€itému fadku a sloupci. Navic za jistych podminek ma
smysl hodnoty dvou takovych soubort sCitat, ¢i miZeme za jistjch podminek nédsobit
fadky a sloupce dvou jistych takovych soubori hodnot.

Matematika ma velky dar abstrakce. DokdZe zachytit a zapsat, co je v jednotlivych
konkrétnich pfipadech stejné. Umi abstrahovat od jednotlivosti k obecnému. V prvni
tiidé ve Skole se nejprve ucime scitat konkrétni predméty. Pak se naucime, Ze je jedno,
jestli jsme scitali napriklad talitky nebo balénky. Podstatna je celkova hodnota. A stejné
to bude i s naS§imi motivacnimi tvahami. Uvédomme si, Ze nemusime pracovat jen
s tabulkami, ale obecné se soubory néjakych dat uloZzenych do adkd a sloupct. A tato
data ani nemus{ byt ¢iselnd.
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KAPITOLA 4.

LINEARNI ALGEBRA

Priklad 4.1

Nyni jsme jiZ u€inili prvni kroky k pojmu matice, ktery si v ndsledujici kapitole
zavedeme korektné a nau¢ime se s maticemi pracovat. Pozdéji uvidime, Ze pouZzivani
matic ndm préci Casto zprehledni a zjednodusi.

Definice 4.1.1. Schema m fadkt a n sloupci matematickych objektl oznacenych
a;; nazveme matici A typum x n.

aiil @12 Q1n

- a1 @22 A2n
PiSeme A = (a;;) =

Am1 Am?2 ceo Qmn

Prvni ¢islo v typu matice m udava pocet fadki a druhé Cislo n znadi poCet sloupct
v matici. Zminéné matematické objekty a;; nazyvdme prvky matice. NejCastéji to jsou
redlnd nebo komplexni ¢isla, ale mohou to byt i napriklad redlné funkce redlné pro-
ménné. Prvek a;; se nachdzi v i—tém fddku a j—tém sloupci matice A. Prvky matice
budou mit tedy dvoji index. Prvni index u prvku a;; nds informuje o tom, ve kterém
fadku v matici se prvek nachdzi, a fikdme mu fddkovy index. Druhy index u prvku
a;; nds informuje, ve kterém sloupci v matici se prvek nachdzi, a fikdme mu sloup-
covy index. Prvky, které maji stejny prvni (tddkovy) index, napriklad i, jsou prvky,
které v matici leZi ve stejném, konkrétné :—tém, fadku. Prvky, které maji stejny druhy
(sloupcovy) index, naptiklad j, lezi v j—tém sloupci matice A.

a1 . aij . A1n
A= aj1 . ajj . Ajn
ml -+ Amj ... (mn

Jednotlivym fadkim matice budeme fikat Fddkové vektory a budeme je oznaCovat

ai,az,. .., an. Kazdy takovy radek je vlastné matice typu 1 x n.
0 3

4.1. Jakého typu je matice A = 7 5 | ajakou hodnotu maji prvky a3z a a13?
11 2

Reseni: Matice A ma tii fadky a dva sloupce, je tedy typu 3 x 2. Prvek ass je prvek
matice A lezici ve tretim fadku a druhém sloupci. Tento prvek ma hodnotu 2. Prvek
a1 se nachazi v prvnim fadku a tfetim sloupci. Matice A mé ovSem jen dva sloupce.
Takovy prvek v na$i matici neexistuje.

Nékteré matice budou mit urcity vztah mezi poc¢tem fadku a sloupci, u nékterych
matic mohou mit jednotlivé prvky pevné dané hodnoty, nebo v matici miZe existovat
pevné dany vztah mezi jednotlivymi prvky. Tyto matice pak ponesou specidlni nazvy.

Matice, ve které se pocet fadku a sloupci li§i, m # n, se nazyva matice obdélni-
kovd. Na nasledujicich pfikladech vidime, Ze prvky v matici jsou skute¢né usporddany
do obdélniku.

2 -7 -1 0
5 -8 —4 5

Prvni z uvedenych matic je typu 2 x 4, druhd je typu 4 x 2 a posledni je typu 3 x 4.
Matici typu 1 x n budeme také nazyvat (#ddkovy) vektor. Obdélnikovou matici, kterd
ma jen jeden sloupec, je typu m X 1, budeme nazyvat také (sloupcovy) vektor.

Matice, kterd ma stejny pocet fadku jako sloupcti, tedy m = n, se nazyva tver-
covd matice. U takové matice pak nemluvime o typu (naptiklad m x m), ale o faddu

= O Ot
N O N
w3
S O O

T O W N
= O Ot
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v v 2

matice. Tak napiiklad nasledujici matice jsou postupné fadu 4 (matice md Ctyfi radky
a Ctyfi sloupce), 2 a 3.

2 4 -0 . 0,1 3,2 6,8
-3 5 7 =5 —sinx cosx

. 7,2 5,6 7,9

0 5 3 6 cosr sinxz 03 51 85

1 -7 2 8 ’

Prvky v matici typu m x n, které maji stejny index fadku a sloupce, tedy a11, asga, ...a;,
kde ¢ = 1,...,min(m, n), se nazyvaji diagondlni prvky. V ndsledujicich maticich jsou
tyto prvky zvyraznény.

1 4 -1 0 —a b -3 -3 -6
2 -3 37 3a 4a -7 -6 -9
8§ 11 -4 5 —-b 2a 0 -1 -5

Tyto prvky v matici tvoti hlavni diagondlu matice.
Nasledujici matice jsou tvercova matice fadu 4 a obdéInikova matice typu 4 x 3.

-2 4 -1 0 3 5 -8
0 4 3 7 0 11 -5
00 o5 =2 0o 0 4
00 O 5 0o 0 0

Vsechny jejich prvky na hlavni diagondle jsou nenulové, vSechny prvky pod hlavni dia-
gondlou jsou nulové a nad hlavni diagondlou jsou jak nenulové, tak i nulové prvky. Tedy
v dolnim trojihelniku jsou samé nuly, ale v hornim trojihelniku jsou jak nulové, tak i
nenulové prvky, pfi¢emz na ,,preponé‘ tohoto pomyslného trojihelniku jsou prvky ne-
nulové. Asi nds nepiekvapi, Ze takovouto matici nazyvame horni trojiihelnikovd matice.
Naproti tomu matice

5 0 0 0 2 0 000
1 7 0 0 9 3 0 00
-3 03 0 5 14 22 0 0

4 6 8 -1 4 5 -1 3 0

nazyvame dolnf trojithelnikovd matice.
Pokud bude matice obdélnikova, napiiklad typu 3 x 4 resp. 4 x 3, bude mit tvar

5 4 8 10 o 00
5 -1 0
0 -1 3 2 ,
0 0 —5 -2 Lo
-7 0 8

budeme ji nazyvat horni, resp. dolni lichobéZnikovd matice. Prvky pod, resp. nad dia-
gondlou, jsou nulové a nenulové prvky jsou v maticich uloZeny do tvaru lichobéZniku.

Definice 4.1.2. Necht’ matice A je ¢tvercova fadu n. Pokud a;; = 0 pro ¢ > j, kde
i, = 1,...,naprvky a;; # 0, pak se takovd matice nazyva horni trojihelnikovd
matice. Pokud a;; = O pros < j,kdei = 1,...,n a prvky a; # 0, pak se takova
matice nazyva dolni trojihelnikovd matice.

Necht' matice A je typu m X n, kde n > m. Pokud a;; = 0 pro ¢ > j, kde
t=1,....maj=1,...,naprvky a;; # 0, pak se takova matice nazyva horni
lichobéznikovd matice. Necht’ matice A je typu m X n,kde n < m.Pokud a;; = 0
proi > j,kdei =1,...,maj=1,...,naprvky a; # 0, pak se takovd matice
nazyva dolni lichobéznikovd matice.

Matice, jejiZ jediné nenulové prvky leZi na hlavni diagondle, se bude nazyvat dia-
gondlni matice.

O O O Ot
o O N O
O W o O
_ o O O
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Priklad 4.2

Definice 4.1.3. Ctvercova matice, pro kterou plati a;; # 0,kdei =1,...,na a;j =
Oproi # j,kdei,j =1,...,n, se nazyva diagondlni matice.

Mezi vSemi diagondlnimi maticemi je jedna, kterd nese specidlni nazev. Jeji jméno
je jednotkovd matice.

Definice 4.1.4. Ctvercovd matice ¥adu n, pro kterou plati a;; = 1,kdei =1,...,n
aa;; =0pros # j,kde,j = 1,...,n,se nazyva jednotkovd matice.

Nasledujici matice jsou jednotkové matice fadu postupné 1,2, 3 a 4.
1 00

(1) ( - ) 010

0 0 1

Jednotkovou matici budeme znacit symbolem 1.
Matice typu m x n, kterd ma vSechny prvky nulové, se nazyva nulovd matice
a zna¢ime ji O. Pfikladem nulové matice typu 2 x 3 je matice

0 00
0 0 0)/°
Jesté si zavedeme pojem rovnosti dvou matic. VSimnéte si, Ze rovnost nastava

nejen tehdy, kdyZ jsou obé matice stejného typu, ale i tehdy, kdyZ se rovnaji prvky
matic na stejnych mistech v maticich.

SO o=
[l el )
o= OO
— o O O

Definice 4.1.5. M¢&jme matici A typu m x n a matice B = (b;;) necht’ je stejného
typu m x n.Platif A = B, jestliZe a;; = b;;, pro vSechna ¢ € {1,...,m} a také
je{l,...,n}.

Z definice plyne, Ze

0 1 0 1
2 6 |#| -3 6
4 -3 4 -2

z Yz

Toto jsou matice stejného typu; obsahuji stejnd Cisla, ale stejnd Cisla, konkrétné Cisla
—3 a —2, nejsou v maticich umisténa do stejnych fadku a sloupcii. Napriklad ¢islo —3
se v prvni matici nachdzi ve tfetim fadku a druhém sloupci, kdeZto ve druhé matici se
¢islo —3 nachdzi ve druhém tadku a prvnim sloupci. Proto se nejednd o matice, které
jsou si rovny.

" ) . . (44— =z-3
4.2. Naleznéte w, x,y, z takové, aby platilo A = B, kde A = ( % w45 )
3 =2
aB= ( 6 -5 ) .

ReSeni: Vime, Ze rovnost matic znamena rovnost odpovidajicich si prvki. Porovnanim
jednotlivych prvki v obou maticich dostdvdme postupné tyto rovnice

4—z = 3

z—3 = =2
2y = 6

w+5 = —5.

VyteSenim téchto jednoduchych rovnic dostaneme z =1,z =1,y = 3aw = —10.
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Ve druhé motivacni tivaze vidime, Ze ma smysl Cisla uloZend do tabulek scitat.
Mohli jsme ale s¢itat jen hodnoty v takovych tabulkach, které maji stejny pocet fadka
a sloupct. S¢itali jsme tak, Ze jsme seCetli hodnoty, které se nachazely ve stejném fadku
a sloupci. Tak to bude i s maticemi. Matice miZeme scitat, ale jen matice stejnych
typu. S¢itat budeme tak, Ze seCteme jednotlivé prvky matic v odpovidajicich si fadcich
a sloupcich. Uvidime, Ze vysledkem je zase matice stejného typu.

Definice 4.1.6. Matice A = (a;;) je typu m x n a matice B = (b;;) je stejného
typu m x n.Pak A+ B = C,kde C = (c;;) je typu m X n aplati ¢;; = ai; + bij,
kdet=1,...,maj=1,....n

a1 +bi1  ai2+biz ... ain+biny
C—A+B= a1 +ba1  azxp+b ... ag, + b,
Am1 A bml Am2 A bm2 N ) A bmn

Uved’'me nazorny piiklad.

) 1 -1 2 2 - 1 3 7 0 0 5
-2 7 3 0 |+ 3 1 -2 4 | = 1 8 1 4
4 =2 3 5 -2 1 0 2 1 4 5

Umime tedy jiZ dvé matice sCitat. Pfedstavme si situaci, Ze budeme scitat dvé
stejné matice. Pak jisté plati A + A = 2A. Jaké budou prvky vysledné matice? Ano,
vysledna matice bude mit kazdy prvek dvojndsobny oproti prvktim matice A.

Nebo si pedstavme jinou situaci. M&jme matici A typu 3 x 2. Radky matice pred-
stavuji tfi mésta J, K, L a sloupce predstavuji mésta M, N . Hodnoty v matici A predsta-
vujf vzdalenosti v kilometrech mezi jednotlivymi mésty v fddcich a mésty ve sloupcich.

M N
J [ 12 43
K | 21,5 62,3
L \ 41,2 30

Z této matice napiiklad vidime, Ze mésto K je od mésta N vzdaleno 62, 3 km. Po-
kud bychom potfebovali jednotlivé vzdalenosti v matici A prevést na metry, znamenalo
by to kazZdou hodnotu v matici vyndsobit ¢islem 1 000.

Obé tivahy nds dovedly k situaci, kde jsme kazdy prvek matice ndsobili stejnym
¢islem. Takovou operaci s maticemi budeme nazyvat ndsobeni matice skaldrem.

Definice 4.1.7. Jestlize A = (a;;) je matice typu m X n a « je redlné islo (skaldr),

pak matice « - A je matice typu m X naplati o - A = (« - aij) pro vSechna
t=1,....mj3=1,...,n.
(ORNARE - a2 Q- A1
« - a1 « - A22 Q- A2p,
a-A=
a-Am1 A-Qm2 ... O:QAQmnp

Rozdilem matic A — B budeme rozumét soucet A + (—1) - B. Nyni jiz umime
matice scitat, ndsobit ¢islem i odecitat. Uvedeme jesté vlastnosti téchto operaci s mati-
cemi.
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Priklad 4.3

Priklad 4.4

Véta 4.1.8 (Vlastnosti sCitani matic a nasobeni matic skalarem). Jestlize matice A,
B a C jsou matice typu m x n, O je nulovd matice typu m X n a c, d jsou redlnd ¢isla,
pak plati

LA+ (B+C)=(A+B)+C
2.A+B=B+A

3. ¢c(A+B)=cA+cB

4. (c+d)A=cA+dA
5
6

~

.0-A=0
.1-A=A

Prvni vlastnost se nazyva asociativnost. Ta fikd, Ze nezdlezi na uzdvorkovani. Ne-
boli je jedno, jestli nejprve seCteme matice B a C' a vyslednou matici seCteme s matici
A, nebo jestli nejprve seCteme matici A a B a vysledek pfi¢teme k matici C. Druha
vlastnost se nazyva komutativnost, tedy poradi s¢itanci miZeme prohodit. Prvni dvé
vlastnosti se tykaji s¢itdni matic. Dal${ Ctyfi vlastnosti se tykaji ndsobeni matice skala-
rem. Treti a Ctvrtd vlastnost se nazyva distributivni zdkon, neboli zdkon o rozndsobovani
zévorek. Patd a Sestd vlastnost upozoriiuji na ndsobeni konkrétnimi ¢isly 0 a 1.

V néasledujicim feSeném prikladé si procvic¢ime sCitdni matic a ndsobeni skaldrem.

4 -3 2 -4
4.3. Vypottéte 24 + 1 B, kde A = 5 0 |aB=[2 6
-2 3 4 3
Reseni:
1 4 -3 1 2 —4
24458 = 2 5 0 |+s[2 6
—2 3 4 3
8 —6 1 -2
= 10 0 |+ 1 3
4 6 2 1,5
9 -8
= 11 3
-2 7,5

Zavedeme jeste jednu operaci s matici. Tato operace se bude nazyvat transponovani
matice.

Definice 4.1.9. Necht' matice A = (a; ;) je typu m x n. Matice A” = (a] ;)
typu n. X m se nazyva transponovand matice k matici A, jestlize plati pro vSechna
1=1,2,...,naprovSechna j = 1,2,...,m,aiTj = aj;.

N2

Matice A a matice A7 si tedy navzdjem vyméni fadky a sloupce.

5 2 =3
. 1 -1 0 " .
4.4. K matici A = 0 -7 —9 naleznéte matici transponovanou.
1 0 2

Regeni: Jelikoz matice A je matice typu 4 x 3, pak k ni transponovand matice A’ je
typu 3 x 4. Vime, Ze transponovand matice k matici A vznikne z matice A zdménou
jejich ¥adki za sloupce. Prvni fiddek matice A se stane prvnim sloupcem matice A7,
druhy ¥adek matice A se stane druhym sloupcem matice A” atd. Tedy

5) 1 0 1

AT = 2 -1 -7 0
-3 0 -2 2
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Vsimnéte si, Ze pfi transponovéani nékteré prvky zlistanou na svém misté. Jsou to
prvky hlavni diagonaly, které nezméni svou polohu.

Definice 4.1.10. Ctvercovd matice A = (a;, ;) fadu n se nazyva symetrickd matice,
jestlize plati AT = A.

Ctvercovd matice A = (a; ;) fddu n se nazyvd antisymetrickd matice, jestlize plati
AT = —A.

Symetrickd matice musi byt matice ¢tvercova. Na hlavni diagondle mohou byt
jakékoli prvky. Ale prvek v i—tém fadku a j—tém sloupci musi mit stejnou hodnotu
jako prvek v i—tém sloupci a j—tém tadku. TakZe kdybychom si pfedstavili, Ze mame
symetrickou matici napsanou na ¢tvercovém papiru a tento papir prelozime v thlopficce
(podél hlavni diagondly), musi ndm stejné hodnoty v matici padnout na sebe. Piikladem
takové symetrické matice muze byt matice

3 1 0 -3
1 -1 -7 0
0o -7 2 =2
-3 0 -2 -4

Z definice plyne, Ze antisymetrickd matice musi také byt matice Ctvercova. ProtoZe pfi
transponovani prvky na hlavni diagondle zGstdvaji na misté, tyto prvky se museji rovnat
prvkim s opacnou hodnotou, a to plati jediné pro prvky nulové. Prvek v i—tém fadku
a j—tém sloupci musi mit opacnou hodnotu neZ prvek v :—tém sloupci a j—tém fadku.
Prikladem takové antisymetrické matice miZe byt matice

0o -1 5 3
1 0 -7 2
-5 7 0 =3
-3 -2 3 0
Motivacni tvaha III. ndm ukézala, Ze nékdy md smysl ,,ndsobit* fadky jedné ma-
tice se sloupci druhé matice. Tento piiklad nds vede k zavedeni maticového ndsobeni.

Definice 4.1.11. Necht’ matice A je matice typu m X n a matice B je matice typu
n

n X p. Potom matice C' = A - B je matice typu m x p aplati c;; = > a - b
k=1

Nazorné mame vse zachyceno na néasledujicim obrazku.

Amxn'an — Umx

Nasobeni matic je tedy definovdno, jestlize pocet sloupcti prvni matice v soucinu
je roven poctu fadkt druhé matice v soucinu. Typ vysledné matice je pak ,,pocet fadka
prvni matice X pocet sloupcti druhé matice*. VSimnéte si, Ze zdleZ{ na potadi, v jakém
matice nasobime. Obecné tedy ndsobeni matic neni komutativni. Budeme rozliSovat
ndsobeni zprava a ndsobeni zleva.

V soucinu AB je matice A ndsobena matici B zprava.

V soucinu AB je matice B ndsobena matici A zleva.

4 0 1
v ox o . 3 1 -5

4.5. Vypod&téte soucin matic AB, kde A = 5 5 o |2 B=(2 -1).
1 0 4

Reseni: Matice A je typu 4 x 3 a matice B je typu 2 x 2. Potet sloupcti matice A (tfi)
neni roven poctu fadkd matice B (dva) a soucin AB neexistuje.

Priklad 4.5
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Priklad 4.6

Priklad 4.7

Priklad 4.8

4.6. Rozhodnéte, jakého typu ma byt matice B a C, aby platil vztah AC + BT = D,
kde matice A je typu 3 x 5 a matice D ma sedm sloupci.

Reseni: Na levé strané rovnosti AC + BT = D s¢itdme matice, a to lze jen tehdy, kdyz
se jednd o matice stejného typu. Ze zadani vidime, Ze soucin AC' je matice, ktera musi
mit tfi fadky. Pfipomenime, Ze souin matic je matice, kterd ma stejny pocet fadki jako
prvni matice a stejny pocet sloupct jako druhd matice. Soucin AC' ma tii fadky, proto
musi mit tfi fadky i matice BT Ddle rovnat se mohou jen matice stejného typu. Z toho
plyne, Ze matice D musi mit tfi fddky a matice BY musi mit sedm sloupcti. Dostali
jsme, Ze matice BT je typu 3 x 7, a tudiZ matice B je typu 7 x 3. ProtoZe soucin AC
je matice, kterd se s¢itd s matici BT typu 3 x 7, i sou¢in AC' je matice typu 3 x 7.
Odtud plyne, Ze matice C' musi mit sedm sloupcti. Matice A je typu 3 x 5, a aby soucin
existoval, matice C' musi mit pét fadkul. Zjistili jsme, ze matice C' je typu 5 x 7.

4.7. Necht A = (
a BA.

L~

0 1 1 2 o . .
1 5 ) abB = < 3 5 ) . Vypoctéte soucin matic AB

Reseni: Matice A je typu 2 x 3 a matice B je typu 2 x 2. Poget sloupcii matice A
je rizny od poctu fadkt matice B, soutin AB tedy neexistuje. Soulin BA existuje,
protoZe matice B méd dva sloupce a matice A ma dva fadky. Vysledkem soucinu BA
bude matice typu 2 x 3.

12 (401 _ 1-442-3 1-04+2-1 1-142-5
3 5 3 1 5 o 3:4+5-3 3-0+5-1 3-1+5-5
10 2 11
BA = <27 5 28>
5 1
.. | 20 (1 =2 0 1 . .. .
4.8. Necht’ A = 3 3 aB = ( 1 -3 2 0 ).Vypoctete soulin matic AB
1 2

a BA.

Reseni: Matice A je typu 4 x 2 a matice B je typu 2 x 4. Soucin AB existuje protoZe
prvni matice mé dva sloupce a druhd dva fadky. Vysledna matice je typu 4 x 4.

5 1
2 0 1 -2 0 1
AB = | 3 3 <1 -3 2 2)
12
5.141-1 5-(=2)+1-(=3) 5-041-2 5-141-2
[ 2-140-1 2:(=2)40-(=3) 2:040-2 2-140-2
~ | 31431 3.(—2)+3-(-3) 3-0+3-2 3-1+3-2
1-142-1 1-(=2)+2-(=3) 1-0+2-2 1-1+42.2
6 —13 2 7
2 -4 0 2
~ |6 -15 6 09
3 -8 4 5
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Také soucin B A existuje, protoZe matice B ma Ctyfi sloupce a matice A ma Ctyfi fadky.
Vysledna matice sou¢inu BA bude typu 2 x 2.

5 1
1 -2 0 1 2
BA_<1322>' 3
1

N WO

1-54+(-2)-240-34+41-1 1-14(-2)-0+0-3+1-2
N 1-54+(-3)-2+2-342-1 1-14+(-3)-0+2-34+2-2

(7 )

V Ptikladech 4.7 a 4.8 jsme vidéli, Ze soucin matic nenf obecné komutativni, neboli
pokud existuje sou¢in AB, soucin BA nemusi viibec existovat, nebo AB # BA.

B -1 Priklad 4.9

31 01 0
49. Necht A = 2 0 -1 3 |aB= 5 | Vypoctéte soucin ma-
-2 2 4 1 1

tic AB.

Reseni: Souin AB existuje, protoZe matice A md &tyfi sloupce a matice B ma &tyfi
fadky. Vyslednd matice je typu 3 x 1.

-3 1 01 _(1) 4
AB = 2 0 -1 3 s [ =] 1
-2 2 4 1 | 11

1 0 -2 2 Priklad 4.10

4.10. Necht’ A = 23 0 -3 |aB-= ( 1 -3 2 ) Vypoctéte soucin
4 2 -3 -1
matic BA.

Reseni: Sou¢in bude existovat, protoZe matice B m4 tfi sloupce a matice A m4 tii fadky.
Vyslednd matice je typu 1 x 4.

10 -2 2
BA=(1 -3 2) 23 0 -3 |=(3 -5 -8 9)
4 2 -3 -1

V Prikladu 4.9 si miZeme v§imnout, Ze matice B ma jeden sloupec. Vysledek sou-
¢inu matice a sloupce je sloupec. Samoziejmé, pokud je soucin definovan. V Prikladu
4.10 vidime, Ze matice B m4 tvar jednoho faddku. Tedy faddek krat matice je fadek. Sa-
mozrfejme, pokud souciny existuji.

-3 1 Priklad 4.11

4.11. Necht’ A = 1 0 |].Vypoctéte soucin matic AAT a AT A.
-2 2

Reseni: Jestlize matice A je matice typu 3 x 2, pak matice A” je typu 2 x 3. Oba sou&iny
tedy budou existovat. Sou¢in AA” bude matice typu 3 x 3.

-3 1
- 31 -2
440 = 7%3 ( 10 2)
(=3)-(=3)4+1-1 (=3)-14+1-0 (=3)-(-2)+1-2
- 1-(=3)+0-1 1-14+0-0 1-(=2)+0-2
(=2) - (=3)+2-1 (=2)-142-0 (=2)-(-2)+2-2
0 -3 8
= 3 1 -2

8 -2 8
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Priklad 4.12

Soucin A” A bude matice typu 2 x 2.

-3 1

r, _ (-3 1 =2
AA(102>~ 0
2
)

(14 7
o -7 5
Uvédomte si, Ze souciny AAT a AT A budou existovat vzdy, at’ je matice A jaké-

hokoli typu. Vysledkem kazdého takového sou€inu bude ¢tvercovad matice. A navic tato
Ctvercova matice bude vZdy symetricka.

4.12. Necht’ A je matice typu 4 x 3 a I je jednotkovd matice fadu 3. Ovéite, Ze plati
Al = A.
Resent:

aip a2 i3

1 0 0
AT = a1 Q22 @23 . 01 0 _
a3l asz as3 0 0 1
a41 Q42 Q43
a11~1+a12~0+a13~0 a11~0+a12~1+a13~0 a11~0+a12~0+a13~1
a21 - 1+ax-0+a3-0 az-0+ax-1+a3-0 az-0+axn-0+axs-1
ag1-1+az2-0+a3z3-0 az1-0+azx-1+a33-0 az;-0+aze-0+asz-1
ag1 - 14+ a49-04+a43-0 ag1-04+ago-1+a43-0 ag1-0+ag-04+ay3-1

a1l aiz2 a13
a21 a22 (23 )
azy1 azz2 ass
a41 Q42 Q43

Uvédomte si, Ze v tomto piikladu nebylo rozhodujici, jakého typu je matice A
a jakého fadu je jednotkova matice. Rozhodujici bylo, aby soucin existoval. Vysledkem
takového soucinu matice a matice jednotkové je vZdy ptivodni matice. Tedy A - I = A.
Stejné plati 7 - A = A (pokud soucin existuje).

Naucili jsme se scitat, transponovat i ndsobit matice. Vlastnosti téchto operaci
s maticemi si uvedeme v ndsledujici vété.

Véta 4.1.12 (Vlastnosti nasobeni matic). Necht’ matice A je matice typu m Xn, matice
B a C jsou typun X p, matice D je typup X q ar,s jsou redlnd Cisla. Pak plati

. (AB)D = A(BD)

~

2. A(B+C)=AB + AC
3. (B+C)D =BD+CD
4. (rA)B = A(rB) = r(AB)
5. 7(sA) = (rs)A.

Prvni vlastnost v této vété nazyvame asociativnost. Nezdlezi na tom, jestli nej-
prve vynasobime matice A a B a pak tento soucin (novou matici) vyndsobime (zprava)
matici D, nebo nejprve spoCteme soucin BD a pak matici A timto souc¢inem (novou
matici) vyndsobime (zprava). Druhd vlastnost v této vété je zndma jako distributivnost.
Neboli nezaleZi, jestli nejprve provedeme soucet (seCteme matice B, C) a pak tento
soucet vyndsobime zleva matici A, nebo jestli nejprve matici A vyndsobime zleva ma-
tici B a matici C teprve pak oba vysledky sou€inl seCteme. Tret{ vlastnost z této véty
je distributivnost p¥i ndsobeni zprava. Ctvrt a patd vlastnost ve v&té hovoif o ndsoben{
skaldrem (redlnym Cislem).
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Vsimnéte si, Ze v Zadné vlastnosti uvedené v této vété o soucinu matic neménime
poradi matic v soucinu. Tedy komutativita operace ndsobeni matic neni splnéna.
MiZeme matice mocnit? Kdyz si uvédomime, Ze napiiklad tfeti mocnina redlného
¢isla a je definovédna rovnosti a®=a-a-a, pak mocninu matice miZeme také definovat
pomoci ndsobeni. Tedy A2 = A - A, A3 = A% . A a obecné
A" = A" A

Samoziejmé souciny matic musi existovat. Snadno ovéfime, Ze tyto souciny budou
existovat pouze v pripadé, Ze matice A je ¢tvercova. Mocniny matic jsou definovany
pouze pro ¢tvercové matice.

Pozor! Napiiklad druhd mocnina ¢tvercové matice nikdy nebude znamenat, Ze
kazdy prvek pivodni matice umocnime na druhou.

4.13. Oveétite, Ze plati rovnost A - A2 = A2. A, kde A = ( Z1’> ? > .

Reseni: Spottéme nejprve A2 = A - A.

2 1 2\ (1
AT = ( 3 1 3
_ 7 4
- 6 7
Nynf spoéteme levou stranu zadané rovnosti A - A2.
a2 L 2\ (7 4
447 = ( 3 1 ) ( 6 7
B 19 18
o 27 19
Pro pravou stranu zadané rovnosti A2 - A dostaneme
2 . T4\ (12
AT A= < 6 7 3 1
_ 19 18
o 27 19

Ovérili jsme, Ze rovnost je splnéna. Z definice mocnin ¢tvercové matice plyne, Ze

— N
N——

A-A% =A% A= A3
Nasledujici vlastnost se tykd transponovani.

Véta 4.1.13 (Vlastnosti transpozice matic). Necht’ matice A je matice typu m x n,
matice B typu m x n.a C je typun X p, r je redlné islo. Pak plati

1.

— T‘AT
. (AC)T = CT AT

(AT
2. (A+ B) = AT + BT
3. (rA)"
4
Ovérme v nésledujicim prikladé ctvrtou vlastnost v této vete.

4.14. Ovéfte, 7e plati (AC)T = CT AT kde matice A = < 2 40 -1 > aC =

-3 1 2 =2
-1 2 3
3 0 -1
2 -2 1
1 -1 0

Priklad 4.13

Priklad 4.14
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ReSeni: Vypoctéme nejprve levou stranu dané rovnosti.

1 2 3

r_ |2 40 -1\ [ 3 0 -1
(40)" = (3 1 2 2) 2 -2 1
1

1 0
(9 5 2\
“8 -8 -8

9 8
=| 5 -8
2 -8

Nyni vypocteme pravou stranu dané rovnosti. Nejprve kazdou z matic A a C' transpo-

nujeme.
2 -3
AT—( 2 4 0 -1 )T_ 4 1
-3 1 2 -2 0 2
1 -2
-1 2 3 \"
i s 0 -1 3 2 1
e = 2 o -2 -1
L1 o 3 -1 1 0

Nyni jiz vypoéteme soucin CT AT, Uvédomte si, Ze soucin bude existovat. Matice A je
typu 2 x 4 a matice C je typu 4 x 3. Pfi transponovani dojde k zdmén¢ fadka za sloupce.
Pak soutin C7, , AT, , bude typu 3 x 2.

-1 3 2 1 421_13
CTAT = 2 0 -2 -1 0 -
3 -1 1 0 BT

9 8

=[5 -8

2 -8

Leva strana rovnosti se rovnd pravé strané. Ovéfili jsme, Ze rovnost plati.

4.1.2 Hodnost matice

V této Casti kapitoly o maticich se dozvime, Ze kazd4d matice md v sobé ukryté Cislo,
které nazyvame hodnost matice.

Motivacni avaha I.

Predstavme si ndsledujici situaci. Mame tfi zemé: Némecko, Rakousko a Ceskou repub-
liku. Budeme sledovat pocty turistt pfijizdéjicich z uvedenych zemi v prazdninovych
meésicich do Chorvatska, Recka a Bulharska. Tyto ddaje jsou usporddany do tabulky.

Pocty turistt jsou uvedeny v tisicich.

Pocty turistu

odkud/kam Chorvatsko | Recko | Bulharska
Némecko 48 38 8
Rakousko 25 26 3
Ceska republika 24 19 4
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Vime jiz, Ze si data midZeme také zapsat do nasledujici matice A, kde

48 38 8
A=1|(25 26 3
24 19 4

V této matici znaci hodnoty v prvnim Fadku pocty némeckych turistl (v tisicich) cestu-
jicich postupné do Chorvatska, Recka a Bulharska. Ve druhém Fadku jsou podty turisté
z Rakouska a ve tietim z Ceské republiky.

Zamyslime nad tim, zda jsou v této matici vSechny tdaje ulozené v fddku ,,pod-
statné“ (nedaji se odvodit z ostatnich fadk() a musime si je vSechny pamatovat. Pfi
bliZ§im pohledu na fadky matice zjistime, Ze v prvnim fadku jsou hodnoty dvakrat vétsi
nez ve tretim fadku. Informace ve formé ¢isel v jednom z té€chto dvou fadkd tedy neni
podstatnd. Stacf si pamatovat pouze napiiklad prvni fadek a pak to, Ze ve tretim fadku
jsou hodnoty dvakrat meni nez v prvnim fadku. Tedy Ze z Ceské republiky vyjizdi na
dovolenou do sledovanych zemi jen polovina turisti oproti poctu némeckych turistd.
I druhy fadek, tedy pocty rakouskych turistd, si zapamatovat musime, nelze je z jinych
fadkd odvodit. Druhy fadek je pro nés podstatny.

Stejnou situaci (tedy pocty turistd), ale s trochu jinymi daty, mdme uvedenou v na-
sledujici tabulce.

Pocty turistu
odkud/kam Chorvatsko | Recko | Bulharska
Némecko 49 45 7
Rakousko 25 26 3
Ceska republika 24 19 4

Data z tabulky si opét miZeme zapsat do matice A, kde

49 45 7
A=1|25 26 3
24 19 4

Znovu se budeme ptét: Jsou vSechny informace ulozené v fadcich této matice podstatné
v tom smyslu, Ze si je z jinych fadkid nemtizeme odvodit? Pii pohledu na nasi matici
lehce zjistime, Ze prvni fadek je souctem druhého a tretiho fadku. Tedy jinymi slovy:
turistt z Némecka do kazdé ze tif sledovanych zemi - Chorvatska, Recka a Bulhar-
ska je stejné jako z Rakouska a Ceské republiky dohromady. V tomto pfipadé prvni
faddek v této matici nepfind$i nové informace. MiZeme ho ,,nakombinovat® z jinych
fadka (v tomto piipadé druhého a trettho fddku). Prvni fddek v této matici tedy neni
podstatny. Pokud nés zajima v matici poCet fadkt nesoucich podstatnou informaci, mi-
Zeme takovyto fadek vySkrtnout. Nic podobného nemizeme ale fici pro zbyvajici dva
fadky. Kazdy z nich nese informaci, ktera je podstatna, kterou si nemiZeme ze zbyvaji-
cich fadkd odvodit.

Situace muize byt samoziejmé jesté daleko sloZzitéjsi, pokud se tyka vztahu ,.kom-
binovani“ fadkt. N&jaky fadek miize byt souctem nasobki vice jinych fadkut. Naptiklad
v matici

3 4 1
2 3 0
9 11 5

je treti fadek souctem pétindsobku prvniho a minus trojndsobku druhého fadku. Toto
,nakombinovani“ fadka ale na prvni pohled (jak to bylo v pfedchozich motivacnich
uvahdch) v matici odhalit nemusime.

Z uvedenych piikladt vidime, Ze v kazdé matici se mohou vyskytovat fadky, které
se daji ,,nakombinovat* z jinych fadkd, a pak fadky, které nesou informaci, kterd je pod-
statnd a z jinych radku ji neodvodime. A pravé pocet téchto podstatnych fadkd budeme
nazyvat hodnosti matice. Samoziejme tento pojem musime zavést korektné.
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Jeste si polozme jednu otdzku. Je na nékteré matici pfi pouhém pohledu vidét pocet
podstatnych fadka?
Podivejme se naptiklad na matici

3 4 1
0 2 7
0 0 5

Tato matice je horni trojihelnikova. MiZete si vyzkousSet, Ze v takovéto matici
zadny z fadkd nemtizeme vytvofit jako soucet néjakych nasobki zbylych dvou fadku.
Napiiklad prvni fadek nikdy nevznikne jako soulet urcitych ndsobkl zbylych dvou
fadka. Totiz jeho prvni Cislo (tfi) prvniho fadku nemohu dostat jako soucet néjakych
néasobki prvniho ¢isla (nuly) v druhém fadku a prvniho ¢isla (nuly) v tietim fadku. Tedy
prvni fddek nemohu ,,nakombinovat® ze druhého a trettho fddku. Podobnou tvahou
bychom zjistili i u ostatnich fadkt. Vidime tedy, Ze napfiiklad v horni trojihelnikové
matici je poCet podstatnych fadku stejny, jako je fad této matice.

TakZe odpovéd’ na poloZenou otdzku je ano. U nékterych matic miZeme pocet
fadka, které nesou podstatnou informaci, vidét hned.

Nyni je jiz ¢as, abychom se pustili do korektniho zavedeni pojmi uZzivanych v nasi
motivacni Givaze jako ,, kombinovani fadkt“ a ,,podstatné fadky“ v matici.

Definice 4.1.14. Rekneme, Ze matice A je v Gaussové tvaru, jestlize Zadny fadek
matice A se neskldda ze samych nul a prvni nenulové ¢islo kazdého fadku je zaroven
posledni nenulové Cislo piislusného sloupce.

Uved’me si ptiklady takovych matic.
13

0
2 4 0 -2 5 06 0 s 3 -3 19 4
003 14 2 00 9 1 0 -5 2 5 2
000 -15 00 0 5 0 00 0 3

Napiiklad v prvni uvedené matici vidime, Ze v prvnim fadku této matice je prvni nenu-
lové ¢islo 2 a pod timto Cislem v prvnim sloupci jsou jiZ samé nuly. Ve druhém fadku
je prvni nenulové ¢islo 3 ve tfetim sloupci. Pod timto ¢islem ve tfetim sloupci je jiz
jen jedna nula. Posledni fddek kontrolovat nemusime, pod nim se jiZ nic nenachdzi.
Druhd zde uvedend matice je horni trojihelnikovd matice (v tomto pfipadé fadu 4).
I tfeti matice spliluje, Ze prvni nenulovy prvek v faddku je poslednim nenulovym prv-
kem v piislusném sloupci. MZeme tedy Tici, Ze kazda z uvedenych matic je v Gaussové
tvaru.

Uved’me jesté pro lepsi pochopeni piiklady matic, které nejsou v Gaussove tvaru.

130 -2 0 ggg:; 3 -31 9 4
000 22 5 S 0 4 4 0 -5 2 5 2
000 11 2 00 0 37 0 64 0 0 3

V prvni uvedené matici prvni nenulovy prvek ve druhém f¥adku je ¢islo 22. Tento prvek
je ve ¢tvrtém sloupci a neni posledni nenulové ¢islo v tomto sloupci. Pod Cislem 22 lezi
ve ¢tvrtém sloupci jesté nenulové Cislo 11. Ve druhé matici prvni nenulové ¢islo v prv-
nim fadku je ¢islo 7, ale nenf to posledni nenulové ¢islo prvniho sloupce. Pod ¢islem
7 v prvnim sloupci leZi jesté nenulové Cislo 8. Ve tfeti zde uvedené matici ve druhém
tadku je prvni nenulové &islo —b, ale to neni posledni nenulové ¢islo ve druhém sloupci.
Pod nim leZi jesté Cislo 64.

Definice 4.1.15. Ozname aq,as,...,a,, tadky matice A typu m X p

a ap,qo,...,q redlnd Cisla. Linedrni kombinaci vadkit aq,as, . . .,a, matice A

nazveme fadkovy vektor u, ktery vznikne vyndsobenim fadki ai,as,...,ay re-

dlnymi Cisly g, s, ..., ar a naslednym souctem téchto nasobki. Tedy u =

Q1 a1 +ag- a2 4o Qg
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Definice 4.1.16. Oznalme aq,as,...,a, radky matice A typu m X p
aqy,qs,...,qrredlnd Cisla. Pokud linearni kombinace fadkt aq, as, . . . , ai matice
A je rovna nulovému fadkovému vektoru u, tedy u = oy a1 +@g-ag+- - -+ ag - ak
pouze tehdy, jestlize a; = ag = --- = oy, = 0, pak tyto fadky nazveme linedrné
nezdvislé. Pokud rovnost plati i pro né€jaké «; # 0, pak fddky nazyvame linedarné
Zavislé.

Definice 4.1.17. Mé&jme matici A typu m X n. Hodnosti h(A) matice A budeme
rozumét pocet linedrné nezavislych fadkd matice A.

Dalsi vlastnost nds informuje, Ze matice v Gaussove tvaru md linedrn€ nezavislé
fadky.

Véta 4.1.18 (Hodnost matice v Gaussove tvaru). Mé&jme matici A typu m xn v Gaus-
sové tvaru. Hodnost h(A) matice A je polet Fddkii matice .

Nyni jiz umime v matici, kterd je v Gaussové tvaru, zjistit ¢islo (hodnost matice),
které nas informuje o tom, kolik ,,podstatnych* fadkd (nesoucich informace neodvodi-
telné z jinych fadka) se v matici nachdzi. U takovéto matice prosté jen zjistime pocet
fadku. Ale jak zjistit hodnost matice u matic, které nejsou v Gaussové tvaru? U téchto
matic je to trochu sloZit€jsi, ale jak uvidime, nenf to nefeSitelny problém. Dalsi infor-
mace, kterd nam pomuze rozfesit na§ problém, je informace o vlastnostech hodnosti

matice. Tyto vlastnosti zformulujeme do nésledujiciho odstavce.

Véta 4.1.19 (Vlastnosti hodnosti matice). Hodnost matice A se nezméni, jestliZe v ma-
tici A provedeme ndsledujici operace:

s\ oz

1. vyndsobime néjaky rddek (sloupec) nenulovym cislem,

2. pricteme-li b-ndsobek néjakého vddku (sloupce) k jinému rddku (sloupci), je-li

b # 0,
3. zaménime-li poradi dvou Fddkit (sloupcit),

4. vynechdme-liFddek (sloupec), ktery je linedrni kombinaci ostatnich rddkii (sloup-
cit),

5. vynechdme-li nulovy rddek (sloupec), pokud to neni jediny rddek (sloupec) ma-
tice.

Vyse uvedené operace ndm poskytuji ndvod k vypoctu hodnosti matice, kterd neni
v Gaussové tvaru. Jejich uZitim pfevedeme matici do Gaussova tvaru a odtud jiZ snadno
zjistime hodnost matice.

4.15. Urcete hodnost matice

1 2 -1
2 3 1
3 4 3

Reseni: Zadana matice neni v Gaussové tvaru. Operacemi neménicimi hodnost matice
budeme postupné upravovat zadanou matici na matici v Gaussové tvaru, jejiz hodnost
lehce zjistime seCtenim jejich fadkt. Postupné budeme ,,vytvafet* nuly ve sloupcich
pod diagondlou. Abychom dodrZovali jisty fad, nuly pod diagondlou budeme vytvéiet
pomoci operaci s tolikatym fadkem, v kolikdtém sloupci budujeme nuly. Tedy pokud
vytvafime nuly v prvnim sloupci pod diagonélou, déldme tpravy vici prvnimu Fadku.
Pokud nulujeme prvky ve druhém sloupci pod diagondlou, déldme dpravy na druhy
fadek atd. Upravy s fadky matice budeme vZdy naznatovat za matici. Vidime, e pro
ziskdni nul v prvnim sloupci pod diagondlou sta¢i misto druhého fadku psét soucet
minus dvojndsobku prvniho a druhého sloupce, a misto tfettho fadku psat soucet minus
trojndsobku prvniho a tfetiho sloupce. Dostaneme

1 2 -1 —2 -3 1 2 —1
2 3 1 J+ ~10 -1 3
3 4 3 + 0 —2 6

Priklad 4.15
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Priklad 4.16

v N2

Vidime, Ze v prvnim ani ve druhém fadku jiZ Zddnou nulu vytvafet nemusime, a proto
miZeme tyto fadky déle opsat beze zmény. Ve tfetim fadku je nutno ziskat nulu ve dru-
hém sloupci. Tu ziskdme pomoci operaci se druhym fadkem. Vyndsobime-li druhy 7a-
dek minus dvéma a seCteme se tietim fadkem, ziskdme potiebnou nulu.

1 2 -1 1 2 -1

1 2 -1
0o -1 3 2 ~|0 -1 3 ~< >
0 -2 6 3+ 0 0 0 0 -1 3

sz

Abychom dostali matici v Gaussové tvaru, posledni fddek samych nul jsme vynechali.
Zadanou matici jsme pomoci dprav s fddky matice, které neménily hodnost matice,
prevedli na matici v Gaussovée tvaru. Tato matice ma dva fadky, hodnost zadané matice
je tedy dva.

4.16. Urcete hodnost matice

2 1 -2 5 7
4 2 3 -4 1
3 -1 1 6 2
1 2 5 0 3

Reseni: S Gipravami zaéneme od prvniho sloupce pod diagonalou. Zadanou matici chce-
me zménit tak, aby v prvnim sloupci misto hodnot 4, 3 a 1 byly nuly. V prvnim fadku
Zadnou nulu vybudovat nechceme, proto jej midZeme cely opsat beze zmén. Misto hod-
noty 4 ve druhém tadku a prvnim sloupci dostaneme nulu tak, Ze prvni fadek vyndso-
bime Cislem —2 (vlastnost 1) a pak do druhého fddku matice zapiSeme soucet minus
dvojndsobku prvniho fddku a druhého fadku (vlastnost 2).

2 1 -2 5 7 2 2 1 -2 5 7
4 2 3 —4 1 3+ 0 0 7 —14 —13
3 -1 1 6 2 13 -1 1 6 2
1 2 5 0 3 1 2 5 0 3

Abychom ziskali nulu ve tfetim fadku prvniho sloupce, do trettho fadku zapiSeme
soucet minus trojndsobku prvniho fadku s dvojndsobkem tretiho fddku. Dostaneme

2 1 -2 5 7 -3
o 0 7 —14 -—13

3 -1 1 6 2 |2+ 7
1 2 5 0 3

2 1 -2 5 7

0o 0 7 —14 -—13

0 -5 8 -3 —17

1 2 5 0 3

Nyni ndm zbyv4 ,,vynulovat® prvek ve ¢tvrtém faddku a prvnim sloupci. Pro tuto dpravu
staci Ctvrty sloupec vyndsobit Cislem —2 a tento dvojnasobek Ctvrtého fadku secist
s prvnim fadkem. Nove vznikly fadek zapiSeme misto ctvrtého fadku dosavadni ma-
tice.

2 1 -2 5 7

0 0 7 —14 —13

0 -5 8 -3 —17 ~
1 2 5 0 3 |- —2

2 1 -2 5 7

0 0 7 —14 —13

0 -5 8 ~3 17

0 -3 —12 5 1
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Nyni jsme jiz dostali matici, kterd md pod diagondlou v prvnim sloupci samé nuly.
Vsechny operace, které jsme k vytvoreni téchto nul pouzili, neménily hodnost matice.
Tedy nami zatim ziskand matice bude mit stejnou hodnost jako matice zadana.

Druhym krokem bude ziskavani nul pod diagondlou ve druhém sloupci. Jak jsme
jiZ uvadeéli, nuly pod diagondlou chceme vytvofit pomoci operaci na druhy fadek. Ten
mad ale ve druhém sloupci nulu. Abychom ve druhém faddku a druhém sloupci méli
nenulové Cislo, prehodime napriklad druhy a ctvrty fadek.

2 1 -2 5 7 2 1 -2 5 7
0 0 7 —14 —13 0 -3 —12 5 1
0 -5 8 -3 17 j “lo -5 8 -3 —17
0 -3 —12 5 1 0 0 7 —14 —13

V této matici chceme ziskat nulu ve druhém sloupci pod diagondlou jen v ptipadé prvku
ve tfetim fddku. V prvnim, druhém a Ctvrtém fadku zZadné nuly ve druhém sloupci
jiZz vytvédret nemusime, a proto je opiSeme beze zmény. Abychom vynulovali prvek
ve tfetim fadku a druhém sloupci, k pétindsobku druhého fddku pfi¢teme minus trojna-
sobek tfetiho fadku. Takto vznikly fadek zapiSeme do tfetiho radku.

2 1 -2 5 7
0 -3 —12 5 1 5
0 -5 8 -3 —17 |.—33+ ~
0 0 7 —14 —13

2 1 -2 5 7

0 -3 —12 5 1

0 0 —84 34 56

0 0 7 —14 —13

Nakonec zbyva ziskat nulu jiZ jen ve tietim sloupci pod diagondlou. To znamen4, Ze
chceme ménit jen posledni fddek tak, abychom prvek a43 prevedli na nulu. K tomu
ndm poslouZzi, kdyZ do ¢tvrtého fadku matice zapiSeme soucet tfetitho fadku a dvanécti-
ndsobku ¢tvrtého fadku.

2 1 -2 5 7

0 —3 —12 5 1

0 0 —84 34 56

0 0 7 —14 —13) |-12 R
2 1 -2 5 7

0 -3 —12 5 1

0 0 —84 34 56

0 0 0 —134 —100

Posledni matice je jiz matice v Gaussove tvaru. Z puvodni matice byla ziskdna pomoc{
Uprav, které neménily hodnost matice. Proto jejich hodnosti jsou stejné. A protoZe vy-
slednd matice v Gaussovée tvaru ma Ctyti fadky, jeji hodnost je ¢tyfi. Zadand matice ma
tedy také hodnost rovnu Ctyfem.

UkdZeme, Ze tento priklad jsme mohli feSit také jinym postupem. Uvedené operace
nejsou jediné mozné, které vedou ke stejnému vysledku. Zacneme tim, Ze prehodime
prvni a ctvrty fddek. Pak se prvni sloupec pod diagondlou vynuluje pomoci naznace-
nych dprav na prvni fadek, neboli v§echny fadky zadané matice nesou informaci, kterou
nelze odvodit z jinych fadka.

2 1 -2 5 7 1 2 5 0 3 4 5-3 q-2
4 2 3 —4 1 4 2 3 —4 1 3+

3 —1 1 6 2 “ls -1 1 6 2 +

1 2 5 0 3 2 1 -2 5 7
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Priklad 4.17

TotiZ do druhého fddku napiSeme soucet druhého a minus ¢tyfndsobku prvniho fadku,
misto tfetiho fadku piSeme soucet tretiho fadku a minus trojnasobku prvniho fadku a do
¢tvrtého fadku zapiSeme soucet Ctvrtého fadku a minus dvojndsobku prvniho fadku.
Dostaneme ndsledujici matici. Jak je ddle naznaCeno, miZeme pirehodit druhy a paty
sloupec a ndsledné druhy a ctvrty fadek.

2 1

1 2 5 0 3 1 3 5 0o 2

0 -6 —17 —4 -8 o 1 -12 5 -3
0 -7 —14 6 -7 j “lo -7 —-14 6 -7
0 -3 —12 5 1 0 —11 —17 —4 —6

V této matici ted” budeme vytvaret nuly ve druhém sloupci pod diagonélou. V prvnich
dvou fadcich zaddné nuly jiZ budovat nebudeme, a proto je miZeme opsat beze zmény.
Dalsi tpravy budeme provadét viic¢i druhému fadku. Misto tretiho fadku zapiSeme sou-
Cet tfettho fadku a sedmindsobku druhého tadku. Do Ctvrtého fadku zapiSeme soucet
druhého fadku a jedendctindsobku ¢tvrtého fadku.

1 3 5 0 2 13 5 0 2

0 1 — 12 5 -3 7 411 01 —-12 5 -3
0 -7 —-14 6 —4 3+ “lo 0o —94 41 -—25
0 —11 —-17 —-4 -6 + 0 0 149 51 —39

Nyni zbyva jiZ vynulovat jen jednu hodnotu pod diagondlou ve tfetim sloupci. Pak jiz
bude matice v Gaussové tvaru. V prvnich tfech fddcich Zddnou zménu jiZ nechceme,
proto je opiSeme beze zmény. Do Ctvrtého fadku zapiSeme soucet Ctvrtého fadku, ktery
ndsobime stoCtyticetideviti a minus stoctyficetiSestindsobek tfetiho radku.

1 3 5 0 2 1 3 5 0 2
01 —-12 5 -3 01 —-12 5 -3
0 0 —94 41 -—-25 149 0 0 146 61 - 37
0 0 149 51 -39/ |-94 3+ 0 0 0 11107  — 7547

Tato matice je matice v Gaussové tvaru, ma Ctyfi fadky, a proto je jeji hodnost rovna
Ctyfem. Timto postupem jsme dostali jinou matici nez predchozim postupem. V obou
pripadech jsme pouZivali jen takové upravy, které neméni hodnost matice. A vidime,
Ze hodnost pri obou pouzitych postupech vysla stejné. Tedy hodnost matice je urena
jednoznacné, ale postupt k jejimu zjisténi mize byt mnoho.

Dalsi zajimavou vlastnost hodnosti matice si ukdZzeme na nésledujicim piikladé.

4.17. Urcete hodnost nasledujici matice.

0o 2 1
2 0 3
1 -1 1
1 2 0
3 =3 3
2 1 0

Reseni: V této matici nejprve musime zaménit poradi nékterych dvou ¥adki, protoZe
chceme nejprve nulovat prvni sloupec pod diagondlou, a to by se ndm vici nule na dia-
gondle nepodafilo. Pfehod’me tedy napfiklad prvni a tfeti fddek a pak nulujme prvky
pod diagondlou pomoci naznacenych operaci.

0o 2 1 1 -1 1 B R 1 -1 1
2 0 3 ] 2 0 3 J+ 0 2 1
1 -1 1 0 2 1 0 2 1
1 2 0 “11 2 o + “lo 3 -1
3 -3 3 3 -3 3 0 0 0
2 1 0 2 1 0 + 0 3 -2




4.1. MATICE

111

vz

Po ziskani nul v prvnim sloupci se paty fadek cely vynuloval. Abychom prevedli matici
do Gaussova tvaru, tento fddek vynechdme a za¢neme s nulovanim hodnot ve druhém
sloupci pod diagondlou. Postupovat budeme podle naznacenych tprav s fadky.

1 -1 1 1 -1 1
0 2 1 -1 -3 7-3 0 2 1
0 2 1 J+ ~ |0 0 0
0 3 -1 -2 + 0 0 -5
0 3 -2/ |2 + 0 0 -7

s vz

Tteti fadek se opét vynuloval a my ho miiZeme opét vynechat. Po vynechani tietiho
fadku matice stile neni v Gaussové tvaru. Podle naznacené tpravy na Ctvrty fadek,
do kterého zapiSeme soucet pétindsobku Ctvrtého a minus Sestindsobku tfetiho fadku,
dostaneme matici se ¢tvrtym fddkem samych nul. Po jeho vynechédni dostaneme matici
v Gaussové tvaru.

1 -1 1 1 -1 1

0 2 1 o 2 1 N (1) _21 1
0 0 -=5 —7 0 0 -5

o o0 -7 |-53+ 0 0 0 00 =5

v ovz

Toto je jiz matice v Gaussovée tvaru (je horni trojihelnikova), kterd ma tfi fadky. Hod-
nost této matice je tedy 3.

Pti vyctu vlastnosti, které operace jsou povoleny s fadky matice, anizZ by se zmé-
nila hodnost matice, si nyni v§imneme jesté jedné véci. VSechny vlastnosti totiZ platily
nejen na fadky, ale i na sloupce. A sloupce zadané matice jsou fadky matice k ni trans-
ponované. Podivejme se, jakd bude hodnost transponované matice k zadané matici. Tato
matice bude mit tfi fadky a Sest sloupci.

02 1 1 3 2
20 -1 2 =31
13 1 0 3 0

s vz

V této matici musime zase nejprve prehodit prvni fddek s nékterym ze zbyvajicich
fadkt. My pfehodime prvni a tfeti fddek. Nésledné vynulujeme prvni sloupec pod dia-
gondlou pomoci naznacené tipravy na druhy fadek.

02 1 1 3 2 13 1 0 3 0 -2
20 -1 2 =31 ]N 20 -1 2 -3 1 J+ ~
1 3 0 2

1 0 3 O

0 2 11 3 2
V této matici jiz sta¢i vynulovat jen jeden prvek ve druhém sloupci pod diagondlou

podle naznaCenych tprav na druhy fadek.

1 3 1 0 3 0 1 3 1 0 3 0

0 -6 -3 2 -9 1 1 ~[0 -6 -3 2 -9 1

0 2 1 1 3 2/ 1]-3 3+ 0 O 0o 5 0 7
Tato matice ma tii fadky a je to matice v Gaussové tvaru. Proto je jeji hodnost rovna
tfem.

V tomto piikladu jsme vidéli, Ze hodnost matice a matice k ni transponované jsou
stejné. Nasledujici véta nés presvédci, Ze to neni ndhoda.

Véta 4.1.20 (Hodnost matice a matice k ni transponované). Hodnost matice A typu
m x n a hodnost matice AT typun x m jsou si rovny. Neboli h(A) = h(AT).
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Priklad 4.18

Nyni obritime pozornost na &tvercové matice. Ctvercova matice, jejiz viechny
fadky nesou néjakou podstatnou informaci, kterd se neda odvodit z jinych fadkd, dostala
v matematice zvlastni jméno. To proto, Ze tato vlastnost nékterych ctvercovych matic
je velice dilezita.

Definice 4.1.21. Ctvercova matice A fadu n se nazyva reguldrni matice, jestlize jeji
hodnost je rovna jejimu fddu, tj. h(A) = n.Kazd4 jind Ctvercova matice se nazyva
singuldrni matice.

4.18. Rozhodnéte, zda je nasledujici matice regularni.

3 0 2 1

-1 -1 -3 =2
1 -2 -4 -3
2 -1 -1 -1

Reseni: O tom, zda je matice regularni, rozhoduje hodnost této ctvercové matice. Roz-
hodnout, zda je matice reguldrni, znamena urcit jeji hodnost a porovnat ji s fddem ma-
tice. Ureme tedy hodnost zadané matice. Pro jednodussi tipravy v zadané matici pre-

hodime nejprve prvni a tfeti fddek a pak provedeme naznaCené upravy na prvni fadek
uvedené za matic{.

3 0 2 1 1 -2 -4 -3 1 1-3 -2
-1 -1 -3 =2 j -1 -1 -3 =2 J+
1 -2 —4 -3 3 0 2 1 +

2 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 +
1 -2 -4 -3
N 0o -3 -7 =5
0 6 14 10

0 3 7 5

Nyni budeme nulovat druhy sloupec pod diagondlou. To znamen4d, Ze budeme provadét

upravy na druhy faddek. Tyto upravy na fadky jsou naznaCené za matici.
1 -2 -4 -3 1 -2 -4 -3
0 -3 -7 =5 241 |0 =3 -7 =5 N
0 6 14 10 J + 0 O 0 0
0 3 7 5 + 0 O 0 0

z vz

Tato matice obsahuje dva nulové fadky. Abychom ji pfevedli do Gaussova tvaru, staci

tyto fadky vynechat.
1 -2 -4 -3
0 -3 -7 =5

Toto je jiZ matice v Gaussové tvaru, kterd ma dva fadky. Proto hodnost zadané matice
je dva. R4d matice je 4. Hodnost matice se nerovna fadu matice. Zadand matice je
singuldrni.

Naucili jsme se najit v kazdé matici poCet podstatnych fadki, ve kterych se ulo-
Zend informace nedé odvodit z jinych fadku. V kapitole o soustavach linearnich rovnic
uvidime, jak hodnost matice soustavy(matice koeficientli) bude ovliviiovat poCet feSeni
soustavy linedrnich rovnic.

4.1.3 Inverzni matice a maticové rovnice
Motivacni ivaha I.

Uvazujme nyni tento problém. Jistd firma, pisobici v Praze a Brng, se rozhodla pro
zvétSeni svého obratu investovat do reklamy v televizi (na mistnich stanicich) a v roz-
hlase (v regiondlnim vysildni). V Praze se firma rozhodla zaplatit si 8 reklamnich te-
leviznich vstupt a v Brné 6 reklamnich televiznich vstupli. V rozhlasové reklamé se
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firma rozhodla pro 5 reklamnich vstupl v Praze a pro 4 v Brné. Ceny za reklamu se
li$i podle média, ve kterém reklama probihd, i podle toho, v jakém vysilacim Case re-
klama béZzi (v hlavnim nebo vedlej$im vysilacim Case). Firma dostala informaci, Ze pfi
poctu poZadovanych vstupid v Praze (jak v televizi, tak v rozhlase) by celkové zaplatila
za reklamu 55 000 K¢. Kdezto ve vedlejSim vysilacim Case jen 29 000 K¢. V Brné by
firma za pozadované poCty vstupu jak v televizi, tak v rozhlase zaplatila v hlavnim vy-
silacim Case 42 000 K¢. Ve vedlej$im vysilacim Case by reklama v Brné pfisla firmu na
22000 K¢. MizZe z téchto udaji firma zjistit, jak drahé byly jednotlivé reklamni vstupy
(jak televizni, tak rozhlasové) v jednotlivych méstech? Pokusime se nyni na tuto otdzku
odpovédét.

Jiz vime, jak uZite¢ny a pfehledny je zdpis do matice. Pokusme se tedy zndmé
informace zapsat pravé do matic. Mame informace o poctech reklamnich vstupi za
jednotlivd mésta i za jednotlivd média. Pokud zapiSeme do matice pocty reklamnich
vstupl, do fadki budeme psat informaci o méstech a do sloupctl tdaje za média. Pfi
oznaceni mést Praha (P) a Brno (B) a médii T (televize) a R (rozhlas), matice typu 2 x 2
bude mit nésledujici podobu. Do sloupci zapisujeme média, do fadkd mésta.

T R

P (8 5
B \6 4

Také informace o cendch, kterou by firma zaplatila za reklamu v jednotlivych més-
tech v riznych vysilacich ¢asech, miizeme zapsat do matice se dvéma fadky a dvéma
sloupci. Do fadkid budeme psét informace o cendch za mésta, do sloupcti za vysilaci
dobu. Hlavni vysilaci ¢as ozna¢ime H, vedlejsi V. Udaje v matici jsou uvedeny v tisi-
cich K¢.

H V

P (55 29
B \42 22
Madme zjistit, jak drahé byly jednotlivé reklamni vstupy (jak televizni, tak rozhlasové)

v jednotlivych méstech. Cena jednoho reklamniho vstupu se lisi jak podle média, tak
podle vysilasi doby. Tyto nase nezndmé miZeme zapsat do nasledujici matice typu 2 x 2.

H V

T (z11 212

R \z21 2
Nezndmd x17 je cena (v tisicich K¢) jednoho reklamniho vstupu v Praze v hlavnim
vysilacim Case. Nezndmd x12 je cena (v tisicich K¢) jednoho reklamniho vstupu, kterd

se tykd Prahy a vedlejSiho vysilaciho Casu atd.
Tato matice nezndmych musi spliiovat nasledujici rovnici.

8 5 11 T12 o 55 29
(6 3) (o) -(5 %) @
Pokud matice na levé strané€ roznasobime, dostaneme

8x11 + Dxa1 8x12 + DHTos . 55 29
63511 + 4$21 61‘12 + 51)22 T \42 22

Matice jsou si rovny, kdyZ se rovnaji prvky na odpovidajicich si mistech v maticich.
Z toho dostavame nésledujici soustavu Ctyf linedrnich rovnic.

8x11 + dxo1 = 55
6x11 + 4z = 42
8x12 + bz = 29
619 + dxoo = 22
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Kdyz se podrobné podivame na tuto soustavu Ctyf rovnic o Ctyfech nezndmych, vidime,
Ze se vlastné jednd o dvé soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych.

8x11 + bxo1 = 55 8x12 + bz = 29
61’11 + 41’21 =42 61‘12 + 51’22 =22

Tyto dvé soustavy rovnic midZeme jednoduse vyfesit pomoci dosud ndm zndmych stie-
doskolskych metod, a to metodou eliminacni nebo metodou scitaci. Zvolme tfeba me-
todu scitaci. KaZdou z rovnic vyndsobime a ndsledné secteme, jak je naznaceno déle.

8x11 + 5oy =55 |- (—6) 8x19 + bxoy =29 |- (—6)
6$11+4$21:42 |8 6$12+4$22:22 |8
21‘21:6:>l‘21:3 21‘22:2:>l‘22:1

Pak dosazenim do prvnich rovnic obou soustav dostdvame

8r11 +5-3=055 8ri2o+5-1=29
8r11 =40= 11 =5 8r10 =24 = 115 = 3.

Ziskali jsme tedy pozadované informace. Jeden televizni reklamni vstup v hlavnim vysi-
lacim Case stoji 5 000 K¢, ve vedlej$im vysilacim Case stoji 3 000 K¢&. Jeden rozhlasovy
reklamni vstup v hlavnim vysilacim Case stoji 3 000 K&, ve vedlejsim vysilacim Case
stoji 1 000 K¢&. Vysledek miZeme zapsat do matice

(3 1)

Podivejme se znovu na rovnici (4.1). Tato rovnice je takzvand maticovd rovnice.
Jak koeficienty, tak nezndma v této rovnici jsou matice. Ozna¢me matice v této rovnici

_ 8 5 o 11 X112 _ 55 29
A_<6 4)’ X‘(:cm 122) : B_(42 22)'
Pak miiZeme rovnici zapsat ve tvaru AX = B.Kdyby se nejednalo o matice, ale o Cisla,
tuto rovnici bychom lehce vyfesSili pod€lenim obou stran rovnice Cislem A (pokud je
nenulové). Ale jednd se o matice a matici nedélime! Ale nebyla by to matematika, aby
si s timto problémem neporadila. Uvidime, Ze tento problém lze (alespon ¢dstecné)

vytesit pomoci inverzni matice. Tento novy pojem a jeho vlastnosti si musime korektné
zavést.

Definice 4.1.22. Necht’ A a X jsou &tvercové matice ¥adu n. Rekneme, 7e X je
inverzni matice k matici A, plati-li AX = XA = I. Tuto inverzni matici k matici
A budeme znacit A~ L.

Z této definice vyplyva, Ze inverzni matice je urena jednoznacné. Navic je stej-
ného fadu jako matice A, protoZe souciny AX, X A existuji jen pro ¢tvercové matice
stejného fadu. Dalsi vlastnosti inverzni matice jsou uvedeny déle.

Véta 4.1.23 (Existence inverzni matice). Necht’ A je ¢tvercovd matice. K této matici
existuje inverzni matice A~" prdvé tehdy, kdyz A je reguldrni matice.

Tato vlastnost fikd, Ze inverzni matice neexistuje ke kazdé matici, ale pouze k ma-
tici reguldrni. Uved’me dalsi vlastnosti inverzni matice.

Véta 4.1.24 (Inverze soucinu a inverze Kk inverzi). Jsou-li A a B reguldrni matice,
potom plati

a) (AB)"'=B"1'A"!,
b) (A"H~1 = A.
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Méme zadefinovdnu inverzni matici A=, zndme nékteré jeji vlastnosti, tak jak ji
ted’ nalézt? Jedna z cest je spo&itat inverzni matici z definice. Hleddme matici A~ tak,
aby platila rovnost AA~! = I. Pro jednoduchost si tento vypocet pro obecnou matici
A odvodime v pripadé, Ze matice A je fadu 2. Pak musi platit

a1 a1z 11 w2\ (1 0

as  asz To1 T2 01
RozepiSeme-li tento soucin a porovname-li kazdy prvek matic na obou stranach rovnice,
dostaneme ndsledujici soustavu rovnic

a11711 + aj2x2; =1
a21%11 + a22721 =0
a11%12 + a12T22 =0

(21712 + AT =1

Toto je soustava Ctyf linedrnich rovnic o ¢tyfech nezndmych. Problém nalezeni inverzni
matice je tedy preveden na problém vyteSeni soustavy linedarnich rovnic.

4.19. Naleznéte inverzni matici k matici A, kde A = ( g _% ) .

3 -2 11 X12 o 1 0
5 1 ro1 I22 B 0 1

3%11 - 21‘21 =1

Reseni:

511 + 221 =0
31‘12 — 2$22 =0

9T12 +To2 =1

Tuto soustavu miZeme vyftesit napfiklad eliminacni a s¢itaci metodou, které umime
ze stfedni Skoly. (Pozdgji se naucime i takovéto soustavy fesit elegantnéji pomoci ma-
tic). Sectenim prvni rovnice a dvojndsobku druhé rovnice dostaneme 13z, = 1. Odtud
T = % . Po dosazeni tohoto do druhé rovnice 97 = — 1—55 Stejné budeme postupovat
i s dal$simi dvéma rovnicemi. Sectenim tfeti rovnice a dvojndsobku ¢tvrté rovnice do-
staneme 13z1 = 2. Odtud 212 = 5. Po dosazeni tohoto do &tvrté rovnice zo = 5.

102
Hledana inverzni matice k matici A ma tedy tvar jg 133 . O spravnosti vysledku
13 13
se miZeme presvedcit zkouskou.
12
3 -2 3 13 ) (10
-5 3 -
5 1 = 13 0 1

Tento zptsob nalezeni inverzni matice je ale pomérné zdlouhavy a zvlasté pro
matice vétStho fddu nez je 2 i mdlo prehledny. Proto si ukdZeme dal$i metodu vypoctu
inverzni matice.

Idea metody je v tom, Ze v dané matici pripiSeme za svislou ¢aru jednotkovou ma-
tici odpovidajictho fadu. Pak provddime na celé fadky matice takové dpravy na radky,
které neméni hodnost matice tak, abychom dostali pfed ¢arou jednotkovou matici a ma-
tice za Carou je pak inverzni matice k zadané matici. Postupujeme tak, Ze nejprve vy-
nulujeme spodni trojihelnik, pak i horni, az ziskdme diagondlni matici. Poté jiZ lehce
ziskame pred Carou jednotkovou matici. Matice, kterou dostaneme za Carou, bude in-
verzni matice k matici A. Schematicky mizeme postup vyjadfit takto:

(A|I) ~ elementirni tipravy na fadky matice ~ (I|A™1).

Priklad 4.19
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Priklad 4.20

Priklad 4.21

(Pro vétsi prehlednost pfipomindme Vétu 4.1.19 na strané 107 uvadéjici vlastnosti ne-
ménici hodnost matice).

Upravy neménici hodnost matice je ale nutno provadét pouze na fadky matice, ni-
koli i na sloupce. A jakdkoli fadkova dprava matice musi byt zachycena za ¢arou. Nelze
tedy nejprve v matici naptiklad prehodit fadky a pak teprve pripsat za ¢aru jednotkovou
matici. To bychom pak nasli inverzni matici k matici s jiz prehozenymi fadky, nikoli
k zadané matici. UkaZme tuto metodu na pfedeslém prikladu, kde vysledek jiz zndme.

4.20. Naleznéte inverzni matici k matici A, kde A = ( g _% ) .

ReSeni: Za zadanou matici zapiSeme jednotkovou matici a pak zacneme budovat nulu
v prvnim sloupci pod diagondlou.

3 -2 11 0 -5 3 -2 1 0
(5 1 ‘o 1) |.33+ N(o 13 ‘ -5 3)
Nyni madme vynulovany spodni trojuhelnik. Abychom vynulovali horni trojihelnik v ma-
tici pred carou (v naSem pfipadé jen jednu hodnotu), budeme provadét operace na prvni

fadek matice vii¢i druhému fadku. V naSem piikladé do prvniho fadku zapiSeme soucet
dvojndsobku druhého fadku a tfindctindsobku prvniho fadku.

3 -2 1 0\ |13+ (39 0| 3 6
(0 13 ’—5 3>i2”<0 13‘—5 3>

vz

Nyni staci prvni fadek vydélit 39 a druhy 13. Tim ziskdme pted Carou jednotkovou
matici. Matice za Carou je inverzni matice k zadané matici.

390 | 3 6)[-1/39 (1 0| 3/39 6/39
0 13 | =5 3) |-1/13 0 1| -5/13 3/13

V inverzni matici k zadané matici staci jiz jen pokrétit zZlomky v prvnim fadku a dosta-
neme stejny vysledek jako pomoci predchoziho postupu vypoctu.

(1)

Vezméme si nyni trochu sloZit&jsi ptipad, matici fadu 3, a naleznéme k nf inverzni
matici.

[
Slee gl

1 3 =2
4.21. Naleznéte inverzni matici k matici A, kde A = 2 -1 0
3 0 -1

Reseni: Postup vypoétu bude mit stejnou myslenku jako v predchozim prikladé, jen nu-
merického pocitani bude trochu vice. Nase idea tedy bude nejprve ziskat nuly ve spod-
nim trojihelniku pod diagonélou, pak vybudujeme nuly v hornim trojihelniku a tim
ziskame diagondlni matici. Pak bude stacit kazdy fadek podélit hodnotou stojici na
diagondle matice pfed Carou. Tak ziskdme pfed Carou jednotkovou matici. Za Carou
bude inverzni matice k matici A. ZapiSme za matici A jednotkovou matici a zaénéme
podle naznaCenych tprav nulovat prvni sloupec pod diagondlou.

1 3 -2 (1 0 0 -2 4-3 1 3 -2 1 00
2 -1 0 010 J+ ~l0 =7 4 -2 10
3 0 -1 (0 0 1 + 0 -9 5 -3 0 1

Ve druhém kroku budeme nulovat druhy sloupec pod diagondlou, tzn. budeme nulovat
pouze prvek ve tfetim fadku a druhém sloupci.

1 3 -2 1
0 -7 4 —

0 0
2 1 0 “9 o~
0 -9 5 —307|-7J+
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1 3 -2 1 0 0
~10 -7 4 -2 1 0
0 0 -1 -3 -9 7
Posledni dprava bude jen vyndsobenti tietiho fadku ¢islem —1.
1 3 -2 1 0 0
0 -7 4 -2 1 0 ~
0 0 -1 -3 =9 7/ ]--1
1 3 -2 1 0 0
~0 -7 4 -2 1 0
0 0 1 39 =7

V tuto chvili mdme vynulovany spodni trojihelnik v matici pred ¢arou. K budovani
nul v hornim trojihelniku nasi préci ,,oto¢ime vzhiru nohama“. Posledni sloupec nad
diagonalou budeme nulovat vi¢i poslednimu fadku podle zobrazenych tprav.

1 3 -2 1 0 O <—?+
0o -7 4 -2 1 0 + ~
0 0 1 3 9 =7 i74 2

1 3 0| 7 18 —14
0 -7 0 | —14 —-35 28 |- —1
0 0 1 3 9 =7

Vidime, Ze druhy fddek midZeme vydélit minus sedmi (jinymi slovy vyndsobit minus
jednou sedminou) a pak budeme pokracovat naznacenymi dpravami na druhy fadek.

13 0|7 18 —14 j+ 100 (1 3 -2
01 012 5 -4 -3 ~(0 1 0 |2 5 -4
00113 9 -7 001139 -7

Vynulovanim horniho trojihelniku jsme pfed Carou dostali rovnou jednotkovou matici.
Matice za Carou je tedy inverzni matice k zadané matici.

1 3 =2
Alt=(2 5 -4
3 9 —7

O spravnosti naseho vypoctu se miZzeme presvédcit zkouskou.

1 3 -2 1 3 -2 1 0 0
2 5 —4 -1 2 -1 0O |l=1010
3 9 —7 3 0 -1 0 0 1
32 ~1 Piiklad 4.22
4.22. Naleznéte inverzni matici k matici A, kde A = 9 -1 0 .

-6 —4 2

Reseni: Zatneme nulovat prvni sloupec pod diagonélou podle naznacenych tiprav na prv-
ni fadek.

3 2 -1 (1 0 O -3 2 3 2 -1 1 00

9 -1 0 01 0 3 + ~(0 -7 3 -3 1 0

-6 -4 2 0 0 1 + 0 0 0 2 01
Vidime, Ze se ndm vynuloval cely tteti fddek. Touto tUpravou jsme dostali nuly pod
diagondlou v dolnim trojihelniku. Problém v tomto pfikladé ale je, Ze je nula i na dia-
gondle. Je vidét, Ze ted’ se ndm jiZ nemlze povést pomoci dovolenych tprav na fadky
dostat na diagondlu jednicku. Inverzni matice tedy nelze vypocitat. To ale neni prekva-
pujici. Zamysleme se nad hodnosti zadané matice. Z tvaru poledni matice pred carou
(po vynechani posledniho nulového fadku se jedna o matici v Gaussové tvaru) vidime,
Ze m4 hodnost 2. Nenf to tedy matice reguldrni a k takovym maticim neexistuje inverzni
matice.
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Vrat'me se v tvahdch k motivaénimu pfikladu v tvodu této podkapitoly. Nasim
tikolem bylo vypocitat matici X z rovnice AX = B, kde

_<8 5) _(ICU Zlg) (55 29>

A= X = a B= .

6 4 ’ 21 X922 42 22

My jsme matice rozndsobili, porovnali matice a sestavili soustavu rovnic, kterou jsme
pak vyfesili. Tuto rovnici miZeme vyfesit pomoci inverzni matice. Z definice inverzn{
matice vime, 7e AA~! = A=A = I. V rovnici AX = B bychom radi na levé strang
rovnice méli samotné X . Z vlastnosti ndsobeni matic a vlastnosti jednotkové matice
vime, Ze X = X. Stadi tedy, abychom pidvodni rovnici pouze vyndsobili inverzn{
matici k matici A. ProtoZe vime, Ze nasobeni matic neni komutativni, musime rozliso-

vat, ze které strany ndsobime. V tomto piipadé je matice A nalevo od matice X . Celou
rovnici budeme tedy nédsobit matici A zleva. Na§ postup zapiSeme do rovnic.

AX =B

A7l AX =8B
ATY(AX)=A"'B
(A7'A)X =A7'B
IX=A"'B
X=A"'B

Matici X miZzeme tedy vypocitat tak, Ze k matici A najdeme inverzni matici a tou pak
zleva vyndsobime matici B. Vypoc¢téme A~! jiZ ndm zndmym zpisobem.

8 5 |1 0 -6 8 5 10
(64‘0 1>|-83+ N(OQ‘—6 8)
Nyni vynulujeme horni trojihelnik podle naznacenych tprav.
8 5] 1 0) | -2+ 16 0 | 32 —40
(02’—68>j—5N(02‘—6 8)

Abychom pted Carou dostali jednotkovou matici, sta¢i prvni fddek vyndsobit 1/16
a druhy fddek vyndsobit hodnotou 1/2.

16 032 —40\[-1/16 (1 0] 2 -3
0 2| -6 8 ) ]-1/2 01| -3 4

2

_ 5
Inverzni matice k matici A je A= = ( 3 4 2) . Touto matici vyndsobime zleva

matici B.
2 =3\ (55 29) _ (2:55+(-3)-42 2:29+(—3) 22
-3 4 42 22 —3-55+4-42 —3.29+4+4.22

4, (53
oo (50)

Dostali jsme stejny vysledek jako v motivaéni tloze této kapitoly.

Pri feseni maticovych rovnic je idea stejna jako pfi feseni klasickych rovnic. Nej-
prve vSe, co obsahuje nezndmou, pfevedeme na levou stranu rovnice, v§e ostatni preve-
deme na pravou stranu. Pak celou rovnici vyndsobime inverzni matici k matici, kterou
je ndsobena nezndmd matice v rovnici. Ndsobit musime ze stejné strany, na které stoji
matice koeficientd.

4.23. Z maticové rovnice AX — B = 3X + C s nezndmou matici X a zndmymi
maticemi A a B a C fadu n vyjadfete matici X .
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Resent: Nejprve na levou stranu pfevedeme vyrazy s matici X, ostatni prevedeme se
zménou znaménka na pravou stranu rovnice. Dostaneme AX — 3X = B + C. Nyni
na levé strané musime vytknout matici X . Vytykat musime na stejnou stranu, na které
se nachdzi, v naSem piipad€ napravo.

(A-3)X=B+C

V této nasi rovnici je ale chyba. Vyraz A — 3 totiZ nemd smysl. NemiZeme od matice
obecného fadu odecitat Cislo. Kdyz si uvédomime, 7e 3X = 37X, matici miZeme
opravit do tvaru

(A-3N)X=B+C.

Nyni jiZ jen staci celou rovnici zleva vynasobit inverzni matici k matici A — 31.
(A=30)"'-|[(A-3)X=B+C
(A=3I)"YA-3)X =(A-31)"(B+0)
X=(A-3)"YB+0)
Jak tedy budeme postupovat pti vypoctu matice X ? Nejprve vypocteme matice (A—31)

a B + C. Pak vypocteme inverzni matici (A — 31)~! a nakonec vypocteme soudin
(A-30)"YB+0C).

4.24. Z maticové rovnice AX B + C' = D s nezndmou matic{ X a danymi maticemi

2 1 7T 2 75 3 9 vox
A_(3 2),3_(3 1),0_ (4 2)aD— (2 8)vypoctete
nezndmou matici X .

ReSeni: Nejprve z dané rovnice nezndmou matici X vyjadfime, pak do vztahu dosa-
dime. Nejprve od obou stran rovnice odecteme matici C'. Dostaneme

AXB=D-C.

Nasledné budeme rovnici ndsobit inverznimi maticemi k maticim A a B. ProtoZe matice
A stoji nalevo od matice X, budeme matici A~! ndsobit rovnici zleva. A protoZe matice
B stoji napravo od matice X , budeme matici B~ ndsobit rovnici zprava.

A7 AXB=D-C |-B~!
AT'AXBB '=A"YD-0C)B!
IXI=AYD-C)B™!
X=AYD-0)B™!
VyjadFili jsme matici X . Vidime, Ze musime k maticim A a B najit inverzni matice
a pak jimi vynasobit rozdil matic D — C' v nazna¢eném poradi. Nejprve najdeme in-
verzni matici A~! jiZ zndmou metodou. Za matici zapiSeme jednotkovou matici a pak

upravujeme tak, aby ndm jednotkovad matice vznikla pfed Carou. Postupovat budeme
podle naznacenych tprav.

2 1|10 -3 2 1 1 0 +
(3 2 ‘0 1) |.2J+ N(o 1 ‘ -3 2) i|71
Posledni naznacend tprava vynuluje horni trojihelnik. Pak uz bude jen stacit vyndsobit
prvni fadek Cislem 1/2.

2 0] 4 =2\ ]|-3 1ol 2 -1
01| -3 2 01| -3 2

2 -1

%ot -1 _
Vypocetli jsme A=+ = ( 3 9

) . Nyni vypocteme stejnou metodou inverzni

matici B~!.

72110 -3 721 0 .
(31‘0 1>|-7J+ N(o1‘—3 7>i2

Priklad 4.24
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Dale vynulujeme horni trojihelnik nazna¢enou tpravou za matici. Nasledné vynaso-

bime prvni fadek Cislem %
7 0 7T =14\ |- 1 0 1 -2
0 1 -3 7 0 1 -3 7

Inverzni matice k matici B je matice B~! = jg _72 ) )

=

Jesté musime vypocitat rozdil D — C.
39\ (7 5\ [ -4 4
2 8 4 2 ) \ =2 6
Vypottené matice dosadime do vztahu X = A=1(D — C')B~! a vyndsobime.
2 -1 —4 4 1 -2
(5 (2 ()
—6 2 1 -2
(V)T
—12 26
X( 8 —16)

O spravnosti vysledku se miizeme presvédcit zkouskou stejné jako u kazdé jiné rovnice.
Zkouska: Matici X dosadime do levé strany zadané rovnice.

woe(31)(F 2)(11)(1 D)
(i) (5 1)+ (3 2)
:(244 §)+(Z 2)
(13)

Zjistili jsme, Ze levé strana rovnice se rovnd pravé strané rovnice. Matice X byla vy-
poctena spravné.

Podivejme se jeSt¢ na jeden piipad. Totiz pripad, kdy danou maticovou rovnici
nelze feSit pfimo ndmi ukdzanym postupem.

4 3
4.25. 7Z maticové rovnice AX = B s nezndmou matici X a maticemi A = [ 2 1
5 3
0
aB=1|2 vypoctéte nezndmou matici X .
3

Reseni: Nejprve si rozmyslime, zda zadana rovnice ma smysl. Matice A je typu 3 x 2,
matice B je typu 3 x 1. Aby soufin AX existoval, musi mit matice X dva fadky a jeden
sloupec. Pfipomenme, soucin matic je matice, kterd ma stejny pocet fadkd jako prvni
matice v soucinu a tolik sloupct, kolik sloupcti md druhd matice soucinu. Protoze se
soucin AX mad rovnat matici B, kterd md 1 sloupec, musi matice X mit 1 sloupec.
Zadand rovnice je tedy dobre definovana a hleddme matici X typu 2 x 1.

Kdyby matice A byla &tvercovd, celou rovnici bychom nésobili zleva matici A=,
Ale matice A je obdélnikovd a k takové matici neexistuje matice inverzni. Nase idea
v tomto piipadé bude ndsledujici. Vyndasobime celou rovnici urCitou matici tak, aby
souciny na pravé i levé strané existovaly, a navic aby soucin této matice s matici A byl
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¢tvercova matice. Nyni si vzpomeneme, Ze souCin matice a matice k ni transponované
vzdy existuje v jakémkoli poradi a navic vyslednd matice takového soucinu je vzdy
matice ¢tvercova. Pokud bude matice reguldrni, bude k této matici existovat matice
inverzni. Postup nazna¢ime schematicky.

AT| AX =B
ATAX = A"B
(AT A7 (ATA)X = ATB

(ATA)"L(ATA)X = (ATA)ATB
IX = (ATA)'ATB
X =(ATA)1ATB
Abychom vypocetli nezndmou matici X , musime nejprve vypocitat soucin A7 A, k této

matici nalezneme inverzni matici a touto inverzni matici vynasobime soucin AT B.

Transponovand matice k matici A je AT = ( ;L ? g ) .

(425) ‘21:13 _(45 29)
3.1 3 5 3 29 19

Toto je Ctvercova regularni matice, ke které existuje inverzni matice. Nyni tuto inverzni

matici najdeme.
45 29 |1 0 —29 45 29 1 0
29 19 |0 1 J+ | - 45 0 14 —29 45

V dal$im kroku vynulujeme hornf trojihelnik.
45 29 1 0 | - 14 «—+ 630 0 855  —1305
<0 14 ’ -29 45) ﬂ_% ”<o 14 ‘ -29 45 >
Po provedeni vyndsoben{ prvniho Fddku &islem 1/45 a po vykréceni dostaneme

630 0 855  — 1305 |4i5 (14 0 19 - 29
0 14

—29 45 0 14 | —29 45
Tato matice pred Carou je ¢trnictindsobek jednotkové matice. Inverzni matice k matici
AT A md tvar (ATA)~1 = 1 < 19 =29

1 { VWDOg gin AT
17| _29 45 ) . Nyni vypocteme soucin A* B. Tento

soucin je matice typu 2 x 4.
( 4 25 > (2) B ( 19 )
3 1 3 3 11
Nakonec vypodteme soucin (AT A)~1AT B.
1 19 -29 19
T A\-14Tp _ & .
44 AB_14(29 45)(11)

1 [ 42
T \—1 4T _ *
(474) ABl4<—56)

()

O spravnosti vysledku se presvéd¢ime provedenim zkousky.
4 3 3 0
AX=1 2 1 ( 4 ) =| 2 | =8B
5 3 3

Dostali jsme, Ze leva strana se rovnd pravé strané.
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Poznamenejme, Ze v tomto zpisobu feseni maticové rovnice, ve které je neznama
matice X ndsobena obdélnikovou matici, neni vyndsobeni transponovanou matici ekvi-
valentni tprava. Proto je v takovychto tlohach vzdy nutné udélat zkousku.

4.1.4 Aplikacni dlohy

V predeslé podkapitole jsme si zavedli pojem matice a naucili jsme se s maticemi pro-
vadet jisté operace. Konkrétné jiZ umime matice secist, umime kazdou matici transpo-
novat a umime matice vyndsobit, umime najit inverzni matici (pokud existuje). Nyni si
ukdZeme, jak tyto znalosti miZeme pouZit.

4.26. Mgjme pét mést, mezi kterymi existuje jednosmérné letecké spojeni pro pirevoz
zboZzi. Pro pfehlednost téchto pét mést ozname A, B, C, D, E. Jednosmérnym letec-
kym spojenim myslime naptiklad, Ze se prevazi letecky zboZi z mésta A do mésta B, ale
neznamena to, Ze se automaticky zboZzi dopravuje také z mésta B do mésta A. V tomto
piikladé se z mésta A dopravuje zboZ{ do mést B a C, z mésta B se dopravuje zboZi
do mésta C', z mésta C' se dopravuje zbozi do mésta D, z mésta D se dopravuje zboZz{
do mésta A a z mésta E se dopravuje zboZzi do mést A, B a D. Celou situaci si mu-
Zeme zachytit pomoci orientovaného grafu na Obrazku 4.1. Smér, odkud kam se zbozi
dopravuje, je tady zachycen smérem Sipky.
C

D

Obrazek 4.1: Rozvazka zboZi mezi mésty

Pfepravu mezi m&sty miZeme zachytit také pomoci matice. Radky této matice
budou mésta, ze kterych se bude uskutecnovat preprava zboZi a sloupce budou mésta,
do kterych se zboZi bude dopravovat. Prvky matice budou ¢isla 0 nebo 1. Pokud se bude
uskutecnovat preprava zboZi z mésta v fadku a do mésta ve sloupci, bude mit tento prvek
v ur¢itém fadku (odkud) a sloupci (kam) hodnotu 1. V opaéném prfipadé bude mit prvek
hodnotu 0.

kam
ABCDE
A 01 1 00
B 00 1 00
odkud C 00 0 1 0
D 1 0 0 0 O
FE 1 1 0 1 0

Napiiklad v prvnim fadku (mésto A) této matice jsou jednicky ve druhém sloupci
(mésto B) a tfetim sloupci (mésto C'), protoZe z mésta A se zbozi pfepravuje do mést B
a C. Je jasné, Ze tato matice bude mit na diagondle jednicky, protoZe z urcitého mésta
do téhoZ mésta neni zboZi letecky dopravovano. Takovéto matici se fikd matice soused-

nosti a my ji oznac¢ime .S.
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Interpretujte matice 52, 5%, S +S%a S + S2 + S3.

Reseni: ProtoZe matice S je matice ¢tvercovd, jeji mocniny maji smysl. Spo¢téme ma-

tici $2 =5 - S.
01100 01100 00110
00 100 00100 00010
S2=10 0 0 1 0 0001O0]|=]10000
1 00 00 1 0000 01100
11010 11010 11200

Nyni se zamysleme nad tim, co vyjadfuji hodnoty prvki v matici S2. Jednotlivé fadky
a sloupce budou predstavovat opét jednotliva mésta. Prvni fadek i sloupec se bude vzta-
hovat k méstu A, druhy Fadek i sloupec k méstu B atd. Napfiklad prvek ve Ctvrtém
fadku a druhém sloupci bude néjakym zptisobem déavat do vztahu mésta D a B. A co
znamend, Ze tento prvek md hodnotu 1?7 Hodnotu prvku ve ¢tvrtém fadku a druhém
sloupci v matici S? jsme vypocetli tak, Ze jsme ,,vyndsobili* &tvrty fdek matice S se
druhym sloupcem matice S. Radek se sloupcem se ndsobi tak, Ze se vynasobi hodnoty
na prvnich mistech v piislusném tfadku a sloupci a prictou se k soucinu hodnot na dru-
hych mistech, na tfetich mistech atd. Hodnoty jednotlivych soucini mohou byt bud’ 0
(kdyZ se nédsobi 0 - 0 nebo O - 1, piipadné 1 - 0), nebo 1 (kdyZ se ndsobi 1 - 1). Hod-
nota 1 ve &tvrtém fddku a druhém sloupci matice S? znamend4, Ze se pouze jednou na
stejnych mistech v ¢tvrtém fadku matice S a druhém sloupci matice S nésobily jed-
nicky. V tomto piipadé to byly jednicky na prvnich mistech ve ¢tvrtém fadku a druhém
sloupci. Jednicka ve Ctvrtém fadku a prvnim sloupci matice S vyjadfovala, Ze je le-
teckd pieprava zboZi z mésta D do mésta A. Jedni¢ka na prvnim misté druhého sloupce
matice S, tedy v prvnim fadku a druhém sloupci, znamend prepravu zboZi z mésta A
do mésta B. Jednitka ve &tvrtém fadku a druhém sloupci matice S? bude tedy znadit,
Ze z mésta D do mésta B bude existovat jedna moZnost prepravy zboZi s jednim pie-
kladem (,,pfestupem®), a to konkrétné v tomto ptipadé ve mést€ A. Co tedy znamend
dvojka v patém Fadku a tietim sloupci matice S2? Vyjadiuje, Ze existuji dvé moZnosti
prepravy zboZi z mésta FZ do mésta C' s jednim piekladem zboZzi. V tomto pfipadé bud’
v mésté A, nebo ve mésté B.
Dile spo¢téme matici S% = S - 52.

01100 00110 1 0010
00100 00010 1 0000
$3=100 01 0 1 0000]=]01100
1 0000 01 100 001 10
1 1010 11200 012 20

Asi nenf potfeba jiz v tomto piipadé podrobné rozepisovat ivahu o tom, co znamenaji
hodnoty v matici $3. Pokud zachovame, Ze fddky budou znagit mésta odkud a sloupce
mésta kam budeme zboZi dopravovat, pak se bude jednat o dopravu se dvéma preklady.
V této matici S® se poprvé objevily nenulové hodnoty na diagonile.

Konkrétné v prvnim fddku a prvnim sloupci, ve tfetim fddku a tfetim sloupci
a ve Ctvrtém fadku a Ctvrtém sloupci. Napiiklad jednicka ve tretim fadku a tfetim
sloupci znamend, Ze z mésta C' se dd zboZi dopravit zpét do mésta C' se dvéma pre-
klady. V tomto piipadé ve méstech D a A.

V orientovaném grafu na Obrazku 4.1 je tedy jakdsi ,,kruznice* spojujici mésta C',
DaA.

Vypocet matice S + S? je jednoduchy.

01 10 0 00110 012 10
00100 00010 001 10
S+82=(0o 001 0] +]1 00 00| =]1 0010
1 0000 01100 1 1100
1 101 0 11200 2 2 210
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Priklad 4.27

Prvky této matice vyjadfuji poCet existujicich cest z mésta v prislusném fadku do
meésta v prislusném sloupci. A to cest bud’ piimych, nebo s jednim ptekladem. Prvky
matice

01 200 100 10 11220
00110 1 00 00 1 0110
S+52+58%=11 0 0 1 0of +]/0 1 1 0 0] =1 1 1 1 0
11100 00110 1 12 10
2 2 21 0 012 20 2 3 4 30

budou vyjadfovat, kolik existuje moZnosti prepravy z mésta v prislusném fadku do mésta
v piislusném sloupci. A pfeprava mize byt bud’ pfima, s jednim pfekladem, nebo se
dvéma preklady.

Rozmyslete si, pro¢ v tomto pfikladé maji vSechny spoctené matice nulovy po-
sledni paty sloupec. Jakou situaci to vyjadiuje? MizZe se stit, ze v nékteré mocniné
matice S (vys$si nez tfeti) se nékteré hodnoty patého sloupce stanou nenulové?

4.27. Tri kamaradi Petr, Ludva a Martin se domluvili na spolecné oslavé, na kterou si
kazdy jest€ miaze privést dalsi zndmé. Petr pozval Hanu a Sabinu, Ludva pozval Danielu
a Gabrielu a Martin privedl Janu. Jana znd i Petra. Hana, Sabina, Daniela a Gabriela
na party znajf jen toho, kdo je pfivedl a i navzdjem se sezndmili aZ na oslavé. ZapiSte
tyto vztahy do matice A. Co bude vyjadfovat matice AT a souciny A - AT a AT - A?

Reseni: Matice, ve které miizeme zachytit vztahy znamosti (pftelstvi), bude &tvercova
matice (teoreticky se muze znat kazdy s kazdym) fadu 8 (na oslavé je 8 ucastniki).
Prvky této matice budou mit pouze hodnotu 0 nebo 1. Kazdy fddek a sloupec bude
predstavovat jednoho dcastnika party. Jak do ¥adk, tak do sloupcid pfifadime jména
ve stejném poradi, a to postupné: Petr, Ludva, Martin, Hana, Sabina, Daniela, Gab-
riela a Jana. Do tadkul piSeme kdo znd a do sloupct koho zna (Mysli se pted oslavou).
Hodnota 0 znamen4, Ze osoba v fadku a ve sloupci se pred oslavou neznali. Hodnota 1
vyjadiuje, Ze osoby v fadku a sloupci se znali pred party.

koho
P L MHSD G J
Petr (0 1 1 1 1 0 0 1
Ludva |1 0 1 0 0 1 1 O
Martin {1 1 0 0 0 0 0 1
kdo Hana |1 0 0 0 0 O 0 O
Sabina |1 0 0 0 0 0 0 O
Daniela |0 1 0 0 0 0 0 O
Gabriela {0 1 0 0 0 0 0 O
Jana \1 0 1 0 0 0 0 O

Neptekvapi nds, Ze je tato matice symetrickd, a tedy A = AT. Vzdyt i vztah
znamosti mezi dvéma osobami je symetricky: jestlize X znd Y, pak i Y znd X. Na diago-
néle matice A piSeme nuly, protoZe vztah zndmosti miiZe byt jen mezi dvéma riznymi
lidmi. V matici AT v ¥adcich médme uvedeny osoby koho znd osoba uvedend ve sloupci
kdo. Soutin A - AT = A- A = A? bude existovat a vysledek bude &tvercovd matice
fadu 8.

01111001 01111001
101001 10 101 001 10
1 1.0 0 0 0 01 110 0 0 0 0 1
100 0 0 0 OO 1000 00O0O0]|_
10 0 0 0 0 0O 100 00O0O0O0/|
0100 0O0O00©O0 0100 0O0O0TO
0100 0O0O00O 0100 0O0O0TO
101 000 O0O0 101 0 0 0 0O
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— = O O N~ O
__ 0 OO = O
—_—_0 O = O
O O = =N

N OO = =R
— =W N
R OO, K~ RF O
R OO, R~ P F~FO

1 0 0 2

Hodnota ve druhém fddku a druhém sloupci, bude hodnota, kterd se bude tykat
Ludvy. Tato hodnota vznikla vynasobenim druhého fddku matice A, ve kterém jsou
pomoci nul a jedni¢ek zachyceny vztahy znamosti Ludvy se vSemi ucastniky oslavy,
a druhého sloupce matice AT, kde je zachyceno, kdo z pfitomnych znal Ludvu pied
oslavou. Hodnota 4 ve druhém fadku a druhém sloupci bude tedy pocet osob, které znal
Ludva jesté pred party. Obecné diagonalni prvky matice A - A” vyjadiuji, kolik osob
na pdrty znala osoba v fadku (i sloupci) pied oslavou. A co vyjadiuji ostatni prvky ma-
tice A- AT? Uvazujme naptiklad prvek ve tfetim fadku a prvnim sloupci matice A- A7,
Tento prvek vznikl vyndsobenim tietiho fadku (tykajictho se Martina) s prvnim sloup-
cem (vypovidajicim o tom, kdo z pfitomnych znal pfed oslavou Petra). Tato hodnota
nese informaci mezi Martinem a Petrem. Martin a Petr se pfed oslavou znali a prvek
ve tietim F4dku a prvnim sloupci matice A - A7 ma hodnotu 2, kterd vznikla souctem
dvou nenulovych soucinti na druhém a osmém misté trettho fadku matice A a prvniho
sloupce matice A”. Druhd hodnota (jednicka) ve tfetim fadku matice A uvadi, Ze Mar-
tin znal Ludvu a druhd hodnota ve prvnim sloupci matice A” ¥ik4, Ze Ludva znal Petra.
Osma hodnota (jednicka) ve tfetim fadku matice A uvadi, Ze Martin znal Janu a osma
hodnota ve prvnim sloupci matice A” uddv4, Ze Jana znala Petra. Martin a Petr mé&li
tedy na oslave dva spole¢né zndmé, Ludvu a Janu. Obecné jakékoli prvky mimo diago-
ndlu matice A - AT uvadéji, kolik spole¢nych znimych méla osoba uvedend v ¥adku na
oslavé s osobou uvedenou ve sloupci. A pokud osoba uvedend v fddku matice a osoba
uvedena ve sloupci matice se pred oslavou neznali, pak ¢islo v daném fadku a sloupci
predstavuje pocet osob, kterymi mohli byt na oslavé predstaveny.

Z dtivodu symetrie matice A plati A- AT = A- A = A% = AT . A.Soutin AT - A
bude mit tedy stejnou interpretaci jako matice A - A”.

4.28. Pét spoluzdki ze stfedni Skoly (Jan, Marie, Pavel, Lucie a Petra) se v maturitnim
ro¢niku rozhodlo jit studovat medicinu na stejnou fakultu. Pfijimaci zkousky skladali
z biologie, chemie, fyziky a v§eobecnych studijnich predpokladu. Testy z biologie, che-
mie, fyziky tvotilo 25 otdzek, test vSeobecnych studijnich predpokladii mél 30 otdzek.
V nasledujici matici jsou uvedeny spravné odpovédi jednotlivych spoluzaki z jednotli-
vych ¢4sti pfijimaci zkousky.

B Ch F Vsp

Jan (21 18 13 10
Marie [19 17 15 15
Pavel |18 20 13 17
Lucte |15 13 16 8
Petra \20 17 14 16

Za kazdou spravné zodpovézenou otdzku z biologie, chemie, fyziky ziskal kazdy dva
body a za kaZdou spravnou odpovéd’ v testu vSeobecnych studijnich pfedpokladd zis-
kal kazdy tfi body. Pomoci maticového ndsobeni zadané matice s jinou matici zjis-
téte pocet bodid z jednotlivych testd kazdého z péti spoluzdki, poCet vSech ziskanych
bodd kazdého z péti spoluzakil, pocet spravné zodpovézenych otazek z jednotlivych
testll v celé skupiné spoluzak, primérny pocet dobfe zodpovézenych otdzek u kazdého
z péti spoluzdki, primérny pocet ziskanych bodt kazdého z péti spoluzdki, primérny
pocet dobfe zodpovézenych otdzek u kazdého ze Ctyf rGznych testd, primérny pocet
ziskanych bodi u kazdého ze Ctyf rGznych testd.

Priklad 4.28
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Reseni: Pokud madme zjistit po¢et bodi z jednotlivych testl kazdého z péti spoluzdkd,
musime matici s informaci o spravné zodpovézenych otdzkach ndsobit zprava, protoze
vyslednd matice musi mit stejny pocet fadkad jako pivodni matice, ve které kazdy radek
matice znamenal informace o spravné zodpovézenych otdzkach kazdého z péti spolu-
zakul. Tedy prvni fadek se tykal Jana, druhy Marie atd. A protozZe ve vysledku chceme
matici stejného typu, jako byla zadand matice, budeme matici spravné zodpovézenych
otazek ndsobit zprava matici 4 x 4. V kazdém fadku mus{ byt prvni tfi hodnoty néso-
beny dvéma (2 body ze spravné zodpovézenou otdzku z Bi, Ch, a Fy) a posledni hodnota
tremi (za spravnou odpovéd’ z testu v§eobecnych studijnich predpokladu ziska student
3 body). Tato matice 4 x 4 bude tedy diagondlni matice s tfemi dvojkami a jednou
trojkou na diagondle.

21 18 13 10 20 0 0 42 36 26 30
19 17 15 15 02 0 0 38 34 30 45
18 20 13 17 0020 |7 36 40 26 51
15 13 16 8 00 0 3 30 26 32 24
20 17 14 16 40 34 28 48

Ve vysledné matici jsou uvedeny ziskané body kazdého ze spoluzaki z kazdého z testu.
Pokud chceme zjistit celkovy pocet bodi ziskanych v pfijimacich zkouskach u kazdého
z péti spoluzdkd, budeme postupovat nasledovné. Vysledna matice musi nést informaci
za kazdého ze spoluzdkd, nasobit budeme tedy zprava. Nyni ndm bude stacit pro kaz-
dého ze spoluzdki (fadkl) jedna informace. Proto budeme matici spravné zodpovéze-
nych otdzek ndsobit zprava matici typu 4 x 1.V tomto jednom sloupci musi byt prvni
tti hodnoty dvojky a posledni hodnota bude trojka.

21 18 13 10 9 134
19 17 15 15 9 147
18 20 13 17 9 | = 153
15 13 16 8 3 112
20 17 14 16 150

Jiny zptsob vypoltu je

42 36 26 30 1 134
38 34 30 45 1 147
36 40 26 51 1= 153
30 26 32 24 1 112
40 34 28 48 150

Z obou postupt dostdvame, Ze nejvice bodl u prijimacich zkousek ziskal Pavel. Jeho
bodové skore je 153 bodu. Petra ziskala 150 bodti. Tteti v potadi tispé&snosti byla Marie,
kterd ziskala 147 bodu, Jan ziskal 134 bodti a nejméné bodu ziskala Lucie (112 bod®).

Nyni si pfedstavme situaci, Ze pedagogy ze stredni Skoly, kde tito studenti studo-
vali, bude zajimat, ze kterého predmétu studenti u pfijimacich zkousek dopadli nejlépe.
To zjistime tim, Ze ur¢ime pocty spradvné zodpovézenych otdzek z kazdého predmétu.
PTi zjist ovani poctu spravné zodpovézenych otdzek ziskanych z testd riznych predméti
v celé skupiné spoluzaki, chceme mit vyslednou informaci (celkovy pocet spravné zod-
povézenych otdzek) uvedenou pro testy z biologie, chemie, fyziky a testu v§eobecnych
studijnich predpokladii. Tyto tidaje jsou uloZeny ve sloupcich. Proto budeme zadanou
matici ndsobit zleva. Za kazdy sloupec ndm staci jen jedna informace. V kazdém sloupci
jsou informace od péti lidi. Proto budeme ndsobit matici typu 1 x 5.

21 18 13 10
19 17 15 15

(1111 1)-|18 20 13 17 | =(93 8 71 66)
15 13 16 8

20 17 14 16
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VVVVV

byl pro né test v§eobecnych studijnich predpokladi.

Pii vypoctu primérného poctu dobie zodpovézenych otdzek u kazdého ze Ctyf
riznych testd musime zadanou matici spravné zodpovézenych otdzek nédsobit zleva,
a to matici typu 1 x 5.

21 18 13 10
19 17 15 15
1 1 1 1 1 93 85 71 66
(5 5 5 5 5) 1820 1317 |=(% % 5 %)
15 13 16 8
20 17 14 16

Z biologie primérné kazdy zdk zodpoveédeél spravné primeérné 18, 6 otazek, z chemie
17 otazek, z fyziky kazdy z péti spoluzdkt zodpoveédél spravné primérné 16, 2 otazek
a z testu v§eobecnych studijnich pfedpokladd zodpoveédél kazdy primérné 13, 2.

Pro ziskani odpovédi na primérny pocet dobfe zodpovézenych otdzek u kazdého
z péti spoluzdkd budeme matici dobfe zodpovézenych otazek ndsobit zprava, protoze
ve vysledku chceme informaci za kazdy fddek. A tato informace za kazdy fddek bude
stacit jedna. Matici dobfe zodpovézenych otdzek budeme tedy ndsobit zprava matici
typu 4 x 1. PocCet spravné zodpovézenych otdzek u kazdého z testi nemad ale pro zis-
kan{ primérného poctu spravné zodpovézenych otdzek stejnou viahu. Otdzek z biologie,
chemie a fyziky bylo po 25, test v§eobecnych studijnich pfedpokladii mél 30 otazek.
Celkem studenti odpovidali na 105 otdzek. Podil otdzek z biologie, chemie a fyziky
byl 25 = % , podil otazek z testu vieobecnych studijnich predpokladi byl 2% 6

105 105 21"
A proto
21 18 13 10 5/21 320/21
19 17 15 15 5/21 345/21
18 20 13 17 . 5/21 = 357/21
15 13 16 8 6/21 268/21
20 17 14 16 351/21

Z vysledku ve tvaru sloupce vidime, Ze prumérny pocet spravné odpovézenych otdzek u
Jana byl 320/21 = 15, 24, u Marie 345/21 = 16, 43,u Pavla 357/21 = 17, u Lucie byl
268/21 = 12,76 a u Petry 351/21 = 16, 71. Pfi vypoltu primérného poctu ziskanych
bodi pro kazdého z péti spoluzakti musime vzit v ivahu, Ze v testech bylo mozné ziskat
celkem 240 bodi. Vyjdeme z matice ziskanych bodi a pocty bodd z testu kazdého
predmétu vynasobime piisluSnou vahou.

42 36 26 30 790/24
38 34 30 45 28?;18 915/24
36 40 26 51 |- 50,240 = | 969/24
30 26 32 24 90,240 656/24

40 34 28 48 942/24

K vypoctu primérného poctu ziskanych bodl na studenta u kazdého ze Ctyf riz-
nych testll vyuZijeme opé€t nasobeni zleva. A protoZe nam staci jedna informace za kaz-
dy sloupec a v kazdém sloupci je pét udajii, budeme zadanou matici s informacemi
o spravné zodpovézenych otdzkich ndsobit zleva matici typu 1 x 5. Tentokrat vSak
musime zahrnout i pfepocitani na ziskané body.

21 18 13 10

19 17 15 15 3388
(L2 L L 1y |18 20 13 17 0020 |

15 13 16 8 000 3

20 17 14 16

S
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Priklad 4.29

Z tohoto vypoctu vidime, Ze primérny pocet bodti z biologie na jednoho z pétice

studentl je 1%6 = 37,2, primérny pocet bodd z chemie na jednoho z pétice studentti
je 15ﬂ = 34, primérny pocet bodl z fyziky na jednoho z pétice studentl je 1% =

28, 4 a praimérny pocet bodu ziskanych z testu v§eobecnych studijnich predpokladd na
jednoho z pétice studentd je 122 = 39, 6.

4.29. Firma vyrabéjici pét riznych modelti motorovych pil (pro jednoduchost modely
oznatme A, B, C, D, E) je dodavd do tif obchodnich fetézclG. Oznacme pro jednodu-
chost tyto fetézce 1,2, 3. Kazdy z téchto fetézcli miZe proddvat jak za maloobchodnd,
tak velkoobchodni ceny. V ndsledujici matici W jsou uvedeny pocty jednotlivych pro-
danych modeli motorovych pil v jednom dni. V matici Z jsou uvedeny maloobchodni{
a velkoobchodni ceny jednotlivych modeltt motorovych pil.

A B C D E
1 2 0 5 4 10
W= 2 (15 3 5 2 6
3 4 1 1 4 3
Mal Vel
A (2400 2000
B | 5700 5100
Z = C 4500 3900
D | 6800 6300
E \3300 2900

Vypoctéte:

a) celkovou denni trzbu z maloobchodnich cen vSech prodanych motorovych pil
modelu C,

b) celkovou dennfi trzbu z velkoobchodnich cen motorovych pil prodanych druhym
obchodnim fetézcem,

c) vypoctéte souciny ZW a W Z (pokud existuji) a interpretujte je.
Reseni:

ad a) Z matice W vybereme informace tykajici se poctu kusi motorovych pil mode-
lIu C prodanych postupné ve vSech tfech obchodnich fetézcich. Tyto tdaje jsou
uloZeny ve tfetim sloupci matice W . Informaci potiebujeme souhrnnou (za cely
sloupec), a proto hodnoty ve tfetim sloupci matice W secteme, 5 + 5 + 1 = 11.
Maloobchodni cena modelu C je 4 500 K¢. Celkovou maloobchodni cenu vSech
prodanych motorovych pil modelu C vypocteme jako soucin

11 - 4500 = 49 500.

ad b) Pokud budeme pocitat celkovou denni trzbu z velkoobchodnich cen prodanych
motorovych pil druhym obchodnim fetézcem, informace jsou uloZeny ve druhém
fadku matice Z. Velkoobchodni ceny jednotlivych modelt motorovych pil jsou
uloZeny ve druhém sloupci matice W. Pro hledanou informaci musime tedy vy-
ndsobit druhy fddek matice Z s druhym sloupcem matice W . Tento soucin bude
mit smysl, protoZe druhy fddek matice Z je vlastné matice typu 1 x 5 a druhy
sloupec matice W je vlastn€ matice typu 5 x 1. Vysledkem soucinu bude matice
typu 1 x 1, neboli jedna hodnota.

2000
5100
(15 3 5 2 6)- 3900 | =94800
6300
2900
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MiZeme tedy odpovédét, Ze celkova denni trzba z velkoobchodnich cen proda-
nych motorovych pil druhym obchodnim fetézcem je 94 800KE.

ad c) Nakonec mame vypocitat souciny ZW a W Z (pokud existuji) a interpretovat je.
Matice Z je matice typu 3 X 5, matice W je typu 5 x 2. Soucin ZW existovat
bude, protoZe prvni matice ma pét sloupct a druhd pét fadkd. Vyslednd matice
bude matice typu 3 X 2. Vypoctéme ji.

2400 2000
2 0 5 4 10 5700 5100 87500 77700
15 3 5 2 6 4500 3900 | = | 109000 94800
4 1 1 4 3 6800 6300 56900 50900
3300 2900

Uvédomime si, Ze jsme ndsobili fadky matice Z, ve kterych jsou uloZeny infor-
mace o prodeji za kazdy ze tfi obchodnich fetézct, a sloupce matice W, ve kte-
rych jsou uloZeny rizné druhy cen. Ve vysledné matici sou¢inu ZW budou ulo-
Zeny maloobchodni a velkoobchodni ceny vSech prodanych modeltt motorovych
pil.

Soucin W Z existovat nebude, protoZe prvni matice ma dva sloupce a druha tfi
radky.

V dal$im ptikladu si ukdZeme, Ze reguldrni matici 1ze pouzit k zasifrovani zpravy.

2 11
4.30. Zasifrujte zpravu ,,Matice jsou uzitecné.” pomoci matice | 4 3 2

2 0 2
Reseni: Prvnim krokem pfi Sifrovéani zprdv pomoci matic je prevedeni zpravy do &isel-
ného kédu. Kazdému pismenu v abecedé pritadime ¢iselnou hodnotu. Zpravu budeme
pro zjednodusSeni Sifrovat bez diakritiky a vynechame i pismenko ch, které se dd ve
slové pokryt z pismenek ¢ a h. Toto zjednoduseni nezptisobi nejednoznacnost zpravy.
Znakem ,,—“ je mysSlena mezera v textu.

- A B ¢C D E F G H I J K L M N
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

O P QR S T UV W X Y Z
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 24 26

NasSe zprdva (bez diakritiky) zapsand v takto pfifazenych ¢islech bude nésledujici.

131209 3 5 0 10 19 15 21 0 21 26 9 20 5 3 14 5

Abychom zprdvu mohli zaSifrovat zadanou matici, musime ji zapsat tak, aby soucin
existoval. Sifrovaci kli¢ je matice fddu 3. My s nim budeme ndsobit zleva, a proto nasi

zpravu prevedenou do ¢isel musime zapsat do matice, kterd ma tfi fadky. Zapisovat nasi
C¢iselnou zpravu budeme po sloupcich. Dostaneme

139 0 15 21 20 14
1 3 10 21 26 5 5
20 519 0 9 3 O

Kde se vzala nula v poslednim sloupci? Zprava nebyla tak dlouhd, aby se dala presné
zapsat do matice o tfech fadcich. Pamatujte si, Ze pokud je zprdva kratsi, zbytek sloupce
doplnime nulami. Nynf jiZ provedeme nédsobeni.

2 11 139 0 15 21 20 14
4 3 2 |- 1 3 10 21 26 5 5 =
2 0 2 20519 0 9 3 0O

Priklad 4.30
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47 26 29 51 77 48 33
95 55 68 123 180 101 71
66 28 38 30 60 46 28

Takto zaSifrovanou zpravu musime prepsat z matice po sloupcich do fadku.
47 95 66 26 55 28 29 68 38 51 123
A zprava pokracuje
30 77 180 60 48 101 46 33 71 28.
Takto zaSifrovanou zpravu miiZeme odeslat.
V dal$im piikladu ukdZeme, jak miZeme odSifrovat zpravu, kdyZ zname kIic.

Piiklad 4.31 4.31. Odsifrujte zpravu

41 55 70 95 41 55 78 107 35 47 20 30 15 20

a dale
69 98 41 61 44 59,

kterd byla zaSifrovdana pomoci matice A = < i g ) .

Reseni: Nejprve musime zpravu zapsat do matice. ProtoZe kli¢ je matice fadu dve,
budeme zpravu zapisovat do matice s dvéma fadky.

41 70 41 78 35 20 15 69 41 44
55 95 55 107 47 30 20 98 61 59

Abychom odsifrovali tuto zpravu zapsanou do matice, musime mit odemykaci kli¢. Kli¢
je matice fadu dva, odemykaci kli¢ je inverzni matice k matici, kterd je zamykacim
klicem. Naleznéme ji.

32010 4 32 1 0
(43‘0 1)|33+ N<o1'—4 3)

Dale vynulujeme horni trojihelnik.

3 2 1Oj+N309—6
01| -4 3 -2 01| -4 3

vz

Nyni stali jiz jen vyndsobit prvni fddek hodnotou 1/3 a ndsledné pokritit.

309 —-6)\|5 (10| 3 =2
01| -4 3 01| -4 3
-2

-4 3
Touto matici vyndsobime zleva matici, do které jsme zapsali zpravu.

Odemykaci kli¢ je matice

3 -2\ (4 70 41 78 35 20 15 69 41 44
-4 3 95 95 55 107 47 30 20 98 61 59

(13 20 13 20 11 O 5 11 1 14
~\ 1 5 1 9 1 10 0 18 19 1

Nyni zprdvu pfepiSeme z matice po sloupcich do fadku.

131 20 5 13 1 20 9 11 1
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A dile
0 10 5 0 11 18 1 19 14 1.

Zbyva ptipomenout, jak se pfifazuji ¢islim pismena.

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
- A B CDFEVF GH I J K L M N

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 24 26
O P @@ R S T UV W XY Z

Znakem ,,—*“ myslime mezeru. Nyn{ pfifadime ¢islim v odemcené zpravé pismena.

13 1 20 5 13 1 20 9 11 1
M A T EFE M A T I K A
A diéle

0 10 5 0 11 18 1 19 14 1
- J FE - K R A S N A

Pridame diakritiku a mdZeme psat odSifrovanou zpravu: Matematika je krdsnd.

Pro ovéfeni, Ze jste tuto dlohu pochopili a umite jiz odSifrovat kazdou zpravu,
kdyz znéte kli¢, zkuste odSifrovat zaSifrovanou zpravu z predchoziho piikladu. V tomto
pripadé vysledek (zpravu) znate.

4.32. Do tanecniho krouzku chodi tfi divky, Jana, Pavla a Lucka, a tfi chlapci, Tomas,
Daniel a Filip. V tane¢nim krouzku tancuji v parech a nacvicuji rizné tane¢ni kreace
s riznymi partnery. Jana tanéi s Tomasem tii rizné tance, s Danem jeden a s Filipem
mad Jana nacviCeny dvé tanecni sestavy. Pavla s TomdSem trénuje dvé tanecni sestavy
a s Danem ¢tyfi. Lucka nacvicuje s TomaSem a Danem po jedné tanecn{ sestavé a s Fili-
pem dvé. Zapiste poCty tanecnich sestav kazdého tanecnika s taneCnici do matice a déle
pomoci maticového ndsobeni s touto matici zachyt’te situace, kdy

a) trenér vymeéni vSechny tanecni sestavy Danovi s TomaSem,
b) trenér vyméni vSechny tane¢ni sestavy Pavle s Luckou,

c¢) trenér vyméni vSechny tanecni sestavy Jany a Pavly a pak Dana a Filipa. Kolik
tanecnich sestav pak bude mit Jana a Filip?

Reseni: Nejprve se pokusime zapsat do matice poéty tane¢nich sestav viech parii. Do
fadkd takové matice budeme zapisovat divky v poradi Jana (J), Pavla (P) a Lucka (L).
Do sloupcti budeme zapisovat chlapce z krouzku v potadi Tomas (T), Dan (D) a Filip
(F). Pak takova matice bude Ctvercova matice fadu tii.

chlapci
T D F
J (3 1 2
divky P12 40
L \1 1 2

ad a) Pokud mame zapsat pomoci ndsobeni matic situaci, Ze trenér vyméni vSechny
tanecn{ sestavy Danovi s Tomasem, pak to znamend, Ze chceme pomoci mati-
cového ndsobeni zapsat prohozeni prvniho a druhého sloupce nasi matice. Po-
¢ty TomdSovych taneCnich sestav se vSemi partnerkami jsou zapsané v prvnim
sloupci a Danovych tane¢nich sestav se v§emi partnerkami jsou zapsané v dru-
hém sloupci. A pokud chceme pusobit na sloupce, jiz vime, Ze musime pivodn{
matici poctl tanecnich sestav riznych dvojic nasobit zprava. Chceme, aby se pfi
néasobeni nezménily hodnoty, ale aby doslo k prohozeni dvou sloupcii (prvntho
a druhého). Treti sloupec zlstane beze zmény. Také jiZz vime, Ze pokud jsme

Priklad 4.32
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ad b)

ad c)

jakoukoli matici ndsobili matici jednotkovou, vysledkem byla pivodni matice.
Proto hledand matice bude mit treti fadek stejny jako jednotkova matice. A jeji
prvni a druhy fadek budou prohozené fadky jednotkové matice. Tedy hledana

matice bude

01 0
1 0 0
0 0 1
Ovétime vyndsobenim, Ze doslo k prohozeni prvniho a druhého sloupce.
3 1 2 01 0 1 3 2
2 4 0 . 1 00 = 4 2 0
1 1 2 0 0 1 1 1 2

Prohozen{ sloupcti jsme zapsali pomoci maticového ndsobeni.

Nyni mdme pomoci maticového ndsobeni zapsat vyménu vSech tanecnich se-
stav Pavly s Luckou. VSechny pocty tanecnich sestav Pavly s riznymi tanec-
niky jsou zapsdny ve druhém fadku, vS§echny pocty tane¢nich sestav Lucky s riz-
nymi tanecniky jsou zapsdny ve tietim fadku. Vyménu vSech tane€nich sestav Pa-
vly s Luckou pak znamend prohozeni druhého a tfetiho fadku. Chceme piisobit
na fadky, pak budeme plivodni matici nasobit zleva. Z pfedeslé tivahy vime, Ze
budeme zleva ndsobit matic{ fadu tfi, kterd bude mit prvni fadek stejny jako jed-
notkovd matice a druhy a tfeti fddek budou budou prohozené fadky(druhy a tieti)
jednotkové matice. Hledand matice bude

1 00
0 01
01 0

Provedenim ndsobeni se presvédcime, Ze doslo k pfehozeni druhého a tfetiho
10 0 31 2 3 1 2
001 ])-1240]|]=112
0 1 0 1 1 2 2 40

Nakonec mame zapsat pomoci maticového ndsobeni situaci, kdy trenér vyméni
vSechny tanecni sestavy Jany a Pavly a pak Dana a Filipa. A ndsledné¢ mame
zjistit, kolik tane¢nich sestav pak bude mit Jana a Filip.

Jiz vime, Ze prohozeni poctu taneCnich sestav Jany a Pavly znamend prohodit
prvni a druhy ¥adek. Prohozeni adki lze zachytit ndsobenim matice poctu se-
stav matici, kterd ma oproti jednotkové matici prohozené prvni dva fadky. Tato

010
maticebude [ 1 0 0 | .Abychom prohazovali fadky a ne sloupce budeme
0 0 1

touto matici ndsobit zleva. Déle trenér vyménil vSechny tanecni sestavy Dana

a Filipa. To znamend prohozeni druhého a tfettho sloupce. JiZ vime, Ze pro-

hozeni sloupcii znamend ndsobeni zprava. Ndsobit budeme matici, kterd bude

mit oproti jednotkové matici prehozen druhy a tieti sloupec. Bude to matice
1 00

0 0 1 |.Tyto operace na fadky a sloupce miZzeme zapsat pomoci ma-
010
ticového ndsobeni takto
0 1 0 31 2 01 0 2 0 4
1 00 2 40|11 0O0]|=1]321
0 0 1 11 2 0 0 1 1 2 1

Zbyva nam tedy odpovédét na otdzku, kolik tanec¢nich sestav po zménéch bude
mit Jana a Filip. Tuto informaci nalezneme v prvnim fadku a tfetim sloupci. Prvek
na tomto misté v matici méd hodnotu 4. MiZeme odpovédet, Ze po zménach budou
Jana a Filip spolu tancit Ctyfi taneCni sestavy.
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Matice, které pomoci ndsobeni pfehazovaly v ndsobené matici fadky nebo sloupce,
se nazyvaji permutacni matice a maji zajimavé vlastnosti, které si uvedeme.

Definice 4.1.25. Symetrickd matice P, kterd mé v kazdém fadku a kazdém sloupci
jeden prvek roven jedné a ostatni prvky rovny nule, se nazyva permutacni matice.

Véta 4.1.26 (Vlastnosti permutacnich matic). Jeslize P je permutaéni matice, pak
plati

1. P2=1
2. P '=pP

4.33. Obcané jistého statu X mohou investovat do nakupu pidy, dluhopist nebo akcii
(oznaCme postupné a1, a2 a ag). Béhem roku ¢ekaji zemi volby, ve kterych zvitézi jedna
ze dvou kandidujicich stran, a to bud’ strana K, nebo strana L. Ozna¢me moZnou situaci
postupné s; a s2. Hodnota investice po uplynuti jisté doby (napfiklad po roce) bude
zaviset na tom, kterd z té€chto situaci v priibéhu roku nastane. Napftiklad vladnuti strany
L miiZe v disledku vést ke snizovani ceny pudy a zvySovani hodnoty akcii. Vladnuti
strany K mliZe mit opacny ucinek. Pfedpokladejme, Ze zname ro¢ni vynos z investice
do jedné jednotky aktiva a;, kde (i = 1, 2, 3), za pfedpokladu, Ze nastane situace s;,
kde (j = 1, 2). Ekonomové odhaduji, Ze v ptipadé volebniho vitézstvi strany K (situ-
ace s1) tyto hodnoty postupné budou 1,05, 1,05 a 1,37. V piipadé vitézstvi strany L
(situace s2) tyto hodnoty postupné budou 0, 95,1,05 a 1, 42. Dva investofi (oznaCme je
Y a Z) cht&ji do jednotlivych aktiv investovat. Investor Y chce do pudy investovat 5008,
do dluhopisit 10 000$ a do akcii 1 000$. Druhy investor si chece pijcit u banky 2 000$,
ty chce pak rovnym dilem investovat do ndkupu pudy a akcii. Ve volbach se investofi
rozhodnou pro tu stranu, jejiz vitézstvi bude pro né znamenat vyssi zhodnocenf jejich
investic. Spoctéte hodnoty portfolia obou investord po roce v obou situacich, které mo-
hou nastat, a na zdakladé toho urcCete, kterou ze stran budou investori volit.

Regeni: Nejprve si uvédomme, Ze hodnoty ro¢nich vynosi z investice do jedné jednotky
aktiva a,, kde (i = 1, 2, 3), jestliZe situace s;, kde (j = 1, 2) nastane, miiZeme uloZit
do matice. Radky této matice znaci postupné aktiva: investice do pidy (P), investice do
dluhopist (D) a investice do akcii (A). Sloupce budou zachycovat postupné situace vi-
tézstvi stran K a L. Tato matice V = (v;;), kterou ozna¢ime V, bude matice typu 3 x 2
a budeme ji nazyvat vynosovd matice. Vynosova matice pro obCany stitu X (z pred-

1,05 0,95
chozihotextu)jeV = 1,05 1,05 |.Ihodnoty jednotlivych investic jednotlivych
1,37 1,42

investort (jejich portfolio) miizeme zapsat do matic typu 1 x 3. Portfolio pro inves-
toraY bude Y = ( 500 10000 1000 ) Druhy investor investor si pdjcil z banky.
Druhé hodnota matice jeho portfolia bude tedy zdpornd. Portfolio druhého investora je
Z = ( 1000 —-2000 1000 ) Abychom vypocitali hodnoty portfolia obou inves-
torli po roce v obou situacich, které mohou nastat, musime spocitat souciny YV a ZV.
NezZ vypocitime soucin YV, rozmyslime si, jakého typu bude vyslednd matice. Y je
matice typu 1 x 3, matice V je typu 3 x 2. Soucin YV bude existovat a vyslednd matice
jetypul x 2.

1,05 0,95
YV =500 10000 1000 )-| 1,05 1,05
1,37 1,42

= (12395 12395 ).

Vidime, Ze ob¢ slozky vysledné matice jsou stejné. To znamend, Ze vyslednd hodnota
portfolia je stejnd, bez ohledu na to, jaka situace u voleb béhem roku nastane. Takové
portfolio mé ndzev bezrizikové portfolio.

Portfolio druhého investota ma druhou sloZku zdpornou. Znamen4 to, Ze druhy in-
vestor si vyptj¢il —2 0008$ a tuto &dstku se stejnym dilem rozhodl investovat do ndkupu

Priklad 4.33
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pudy a ndkupu akcii. Tato situace vyjadfuje, Ze soucet hodnot jeho portfolia je roven
nule. Spoctéme hodnotu portfolia druhého investora po roce pro obé mozné situace po
volbach.

1,0
ZV = (1000 —2000 1000 )-| 1,0
1,3

= (320 270 ).

Uvédomte si, Ze v tomto pripadé druhy investor po roce sice bude dluzit bance vice
(totiz —2 000 - 1,05 = 2 100$ v obou moZnych situacich) a v obou moznych situacich,
které po volbach mohou nastat, druhy investor vydéla. A jelikoz jeho zisk bude v pfi-
padé vitézstvi strany K vy$si, bude preferovat vitézstvi této strany ve volbach.
Portfolio, které ma nulovou hodnotu a nemtize byt ztritové a alespon v jedné si-
tuaci, které mohou nastat, je ziskové (ma kladnou hodnotu), se nazyva arbitrdZni port-

folio.

Véta 4.1.27. Pro arbitdzni portfolioY = (y1 y2 .. Yn) platiyi +y2+ -+ vy, =0
ay; > 0proi=1,2,...,naalespoii pro jedno i, kdei = 1,2,...,n,jey; > 0.

4.2 Cviceni

4.2.1. Vypocteéte matici C' zadanou vztahem C' = 24 — 5B, kde jsou zadané matice
A= 2 4 D) imaticen= (2 77 7
o 2 3 8 A5 -2 0 )
4.2.2. Vypoctéte matici C' zadanou vztahem C = B — 4A, kde jsou zadané matice
4 -3

A= 1 2 amaticeB:(g 73 3)
-5 0
4.2.3. Vypoctéte matici C' zadanou vztahem C' = 2(A + B) , kde jsou zadané matice
4 -3 8§ -2
1 2 1 -13
A=l 5 o |28 -5 %
-1 3 2 =5

4.2.4. Vypoltéte matici B = A + 41, kde A = < _f _;1 ) .

4.2.5. Vypoctéte neznamé x, y, z, kdyz vite, Ze plati rovnost matic B = A, kde matice

A:( 3z 2_Z>amaticeB:<5_2x z+5>'

Ty —2 -3 3—vy -3
2 1 1
-1 -3 1
4.2.6. K matici A = 4 0 5 | zapiSte matici AT.
2 -3 -1
0 -2 7

Vypoctéte souciny ndsledujicich matic

1 —2\(/4 3 -1
an (%)
4 12 6 -3

aa (120, )

\]
_ = s O =
w
|
[N}
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2
1
4210. | =3 5
0
3

3 8\(1 -7
(7))L D)

17
1 0 -7 24
4.2.12.—50( )
a4\ -2 -1 93
e o
4.2.13. 0 -2 0
0o -4 7[\y s
4 0 3
2 0
6 02 1 0\[0 2
4214. [1 5 8 3 2|[0 0
705 4 2/]|[2 -2
1 -3

4.2.15. Vypo&téte souliny AAT a AT A ,kde A = ( 7; :é g le ) .

4.2.16. Ovéite, zda plati (AB)” = BT AT, kde matice A = ( 2 -1 =3 ) a ma-

0 -2 5
-2 =5 0 7
tice B = 2 -1 3 -1
6 -3 0 4

4.2.17. Vypottéte matici C = AB—BA,kde A = < :23 :411 ) aB = < o1 ) )

Vypoctéte souciny AB a BA, pokud existuji.

-2 1 2 -2 3
4218. A=| 11 5 8 |B=| 12 2
-3 0 1 -4 7
-2 0 -1 3
sama— (2 DYp-( %)
-2 1 2 1 -2 3 2
4220. A= 11 5 8 9 |B=| 12 2 1
-30 10 -4 75
12 -3
4.2.21.A:(:§ é ‘21)3: 70
-3 5
-1 1 4
4.2.22. Vypottéte A2 ,kdeA=| -5 0 2
111 -3

4.2.23. Naleznéte prvky matice A tak, aby souCin AB, kde B = ( :é é >, byl

roven nulové matici fadu dva.
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4.2.24. Matice A je typu 3 x 4 a matice D je typu 5 x 4. UrCete typ matice B, jestliZe
vite, ze plati BA = D.

4.2.25. Matice A je typu 2 x 4 a matice D je typu 2 x 3. UrCete typ matic B a C,
jestlize vite, Ze plati AB — 3C' = D.

4.2.26. Matice A je typu 5 x 2 a matice D je typu 3 x 5. UrCete typ matice B, jestliZe
vite, Ze plati (AB)T = D.

4.2.27. Matice A je typu 2 x 3 a matice C' je typu 4 x 5. Urlete typ matic B a D,
jestlize vite, Ze plati ABC = D.

4.2.28. Matice A je typu 5 x 3 a matice D je typu 2 x 4. UrCete typ matic B a C,
jestlize vite, Ze plati AB = CD.

Urcete hodnosti ndsledujicich matic.

3 1 -4 41 -2 0 -3
4.2.29.(2 8) 1 _1 3 2 _1 O
2 2 4 -2 3 —1
4.2.30. 1 5 2 7 3 30 1 2 0
5 17 -4 37 4 -1 0 1 -1 5
i: (1) ; ; 0 4 10 1
4231. | ~, L 2 T 4 8 18 7
1 -2 -4 -3 4239 19 18 40 17
2 -1 -1 -1 1 7 17 3
4.2.32.<_(15 —13 8 _é) 1 -1 2 3 4
2 1 -1 2 0
8 4 4 4240. [ -1 2 1 1 3
6 3 3 1 5 -8 -5 —12
42.33. 2 1 1 3 -7 8 9 13
9 1 —1
> 6 6 100 1 4
010 2 5
0 21 4241. 0 0 01 3 ¢
2 0 3 1 2 3 14 32
1 -1 1 4 5 6 32 77
4234. | | T,
s _3 3 2 1 11 2
5 1 0 1 0 4 -1
4242 | | 4 6 s
01 4 2 -1 5 —6
4.2.35. 17 5
5 3 —4 21 1 1
1 0 3 4 C
11 4 1
423 | 2 L 2 3 EEL T
2 -3 1 —4 1 2 3 4
0O -1 -1 -1 1 1 1 1
g i1’> (1) -1 3 2 -1 2 0 1
4223 |3 1_2 o 0=
2.37. ! —1 ! —1 4244. 1 2 -1 -2 1 1 -3
R 3 1 3 -9 -1 6
-1 - 3 -1 -5 7 2 -7
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Urcete, zda nésledujici matice jsou regularni ¢i singularni.

5 2 —1 10100
42.45. 7 -4 2 11000
10 -4 2 4250. | 0 1 1 0 0
001 10
13 o 010 1 1
4246, | + 720 2 1 -1 0 3 4 6
5 176 13 2 0 1 -2 1
4 3 21 a2st| 3 0 1 0 0 1
e O T B BT S
2 10 6 0 -2 0 0 -2
4247. | 3 -4 1 2 0 4 0 0 1
1 2 3
10 -1
4252. [ 1 2 3
EEY
a248. | o T - Lo s
3 4 5 6 3 -1 2 2
42.53. S
0 4 10 1 -2 -3 1 0
4 8 18 7
4281 10 18 0 17 DA
1 7 17 3 42.54. L s
3 1 -2 3

4.2.55. Naleznéte inverzni matici k matici A = (—5).

Naleznéte inverzni matice k nasledujicim maticim.

3.7 1 3 4 -1
4.2.56. ( 5 s ) 4.2.58. < 3 g ) 4.2.60. < 5 o )
-2 4 -3 2
4.2.57. < 3 5 ) 4.2.59. ( 0 _6) 42.61. ( ; :§>

Naleznéte inverzni matice k nésledujicim maticim.

0 1 -2 1 0 2 3 -2 1
4262. | 3 —4 ) 4.2.66. 2 31 42.70. | 2 0 -1
2 0 3 1 21 1 -3 3

4.2.63. -1 2 5 |4271. | 6 3 4

—_

4.2.65. 4.2.73.

1 01 1 3 -1 3 -4 5
4.2.64. 0 10 4.2.68. 2 4 4272. | 2 -3 1
1 1 2

[\
N —

[\
N DN =

—

I

[\



138

KAPITOLA 4. LINEARNI ALGEBRA

1 -2 2 2 5 4
4.2.74. Promatice A= -2 3 -2 |aB= 1 2 3 | vypoltéte
2 -1 1 -1 -3 -2

soucin B~ A~ Déle vypoltéte (AB)~! a oba vysledky porovnejte.

1 0 -1 2
1 1 -1 1
-2 0 3 —6
-4 -1 6 —10

4.2.75. Vypoltéte inverzni matici k matici A =

) 5 1
4.2.76. Presvédite se, Ze plati (A~1)7! = A, kde A = 3 —4 -3
-2 1 1
1 0 1
4.2.77. Naleznéte matici B, pro kterou plati BA=I,kdeA=| -2 1 0
0 1 1

4.2.78. Zrovnice X A = B + C vyjadiete matici X .

4.2.79. Z rovnice BX A = B + C A vyjadfete matici X .

4.2.80. Zrovnice BX + 2X = C vyjadiete matici X .

4.2.81. Z rovnice BX + B? = AC vyjadfete matici X .

4.2.82. Naleznéte matici X, kterd vyhovuje rovnici BX = BAC, kde znimé matice
. 3 4 6 —1 4 -2

JsouA—(1 3),3—(5 3),(]—(1 5).

4.2.83. Naleznéte matici X, kterd vyhovuje rovnici BX A = C, kde matice A, B, C'
. -3 2 2 1 -2 4

JsouA—( 5 3),B—<3 2)210—( 3 1)'

4.2.84. Naleznéte matici X, kterd vyhovuje rovnici X A = B, kde matice A, B jsou

1 1 -1 1 -1 3
A= 2 1 0 |aB=| 4 3 2
1 -1 1 1 -2 5
4.2.85. Naleznéte matici X, kterd vyhovuje rovnici AT X B = C, kde matice A, B, C
2 4 5 9 7 6 2 0 -2
jjoud=| -3 =5 -7 |,B=|11 2 JaC=| 18 12 9
1 2 3 1 1 1 23 15 11

4.2.86. Naleznéte matici X, kterd vyhovuje rovnici XA = B — 31, kde matice A, B

. -2 0 3 -3
]souA—<_1 8)a3—<2 1).

1 -2
4.2.87. Naleznéte matici X, kterd vyhovuje rovnici AX = B,kde A = 2 7
3 =5
2
aB= 2
—4
1 0 -1
4.2.88. Zasifrujte zpravu ,linedrni algebra“ pomoci matice A = | —2 1 0
3 5 -3
3 1 -1
4.2.89. Pomocimatice A= | 2 1 1 | zaSifrujte zprdvu ,,Matice je v Gaussové
1 2 -1

tvaru®.
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2 2 5
4.290. Pomocimatice A= | 4 1 3 ) byla zaSifrovana zprava do tvaru: 126 127
1 2 4
93 116 85 97 108 64 93 83 75 61 87 51 77 16 17 13.0Odsifrujte tuto
Zpravu.
4.2.91. Pomoci matice A = ( g g > byla zaSifrovana zprava do tvaru: 74 87 64

125 140 168 64 97 52 39 82 65 30 54 10 25 40 65 72 54 38 46
90 141 74 59 64 97.0dsifrujte tuto zpravu.

4.2.92. Predpokladejme, Ze investor muze investovat do tf riznych aktiv a mohou na-
stat tfi moZné situace vyvoje investic. Necht’ vynosova matice je

0,95 0,9 1,0
v=| 1,1 1,1 1,1
1,2 1,15 1,25

Ukazte, Ze matice Y = ( 1000 —5000 4000 ) aZ = ( 0 —5000 5000 )
jsou arbitrazni portfolia. Které z téchto dvou portfolii zajist{ vys$s§i vynosy investordm?

1 4 -2 5
4.2.93. Méjme matici A = 0 2 5 —1 | .Naleznéte permutacni matici P
-3 3 2 7

a souCin matice A s touto permutacni matici P tak, aby soucin byla matice, ve které
prvni a ¢tvrty sloupec jsou stejné jako v matici A a druhy a tieti sloupec jsou s matic{
A prohozené.

4.2.94. Bezpectnostni sluzbou jistého stitu byla vytvofena sit’ tajnych agentt. Tito
agenti se vzajemné neznaji, zpravy si nechdvaji na predem domluvenych mistech. Pét
agentl pro jednoduchost ozname A, B, C, D, E. Agent A pteddva zpravy agentu B
a E. Agent B nechava zpravy agentim C a D. Agent C dodédv4a zpravy agentu A. Agent
D pfeddvé informace agentu B a agent E doddva informace agentu D. ZapiSte vztahy
mezi agenty matici X s prvky 1 (agent v fadku predava informace agentu ve sloupci)
a 0 (agent v fadku nedoddva informace agentu ve sloupci). Vypoctéte a interpretujte
matice X2, X + X2, X3.

Vysledky cviceni
—30 43 7 o - " o . .
421 C = ( 91 16 16 ) 4.2.2 Soucin neexistuje, pocet sloupcti prvni matice
24 —-10
e “ L vs o ( . 4 22 2 4
nenf stejny jako pocet fddkil druhé matice. 4.2.3 90 —16 424 ( 11 ) .
2 -4
2 -1 4 2 0
4252=1y=2,2=-3.426AT=(1 -3 0 -3 -2
1 1 5 -1 7
-3 -3
—-13 2
4 7 -3 0 0
4.2.7( 4 _3 1 ) 4.2.8 ( 00 ) 429 -5 -10
-1 1
—14 3

2 -4 0 8
-3 -2 -8 4
4.2.10 2 —-10 -6 20 | 4.2.11 ( 73 72; )
4 0 8 0
3 -6 0 12
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1 —-14 —14 65 25 _18 _13 18
4212 | -5 0 35 —10 —-20 | 4.2.13
-3 -8 17 30 0 0 8 3
8 0 15
14 =2
4214 | 10 -2 | 42.15AAT = < 62 103 )
24 —14
50 1 8 =27
ATA = é _i; _gi _12 4.2.16 Rovnost plati.
—-27 —10 8 17
5 5 8§ 10
4217 C = 42.18 AB = 6 99 |, soulin matic BA neexistuje.
( -25 5 ) 9 _9
42.19 AB = ( _6§ __22 ) BA = ( _22 :;g ) 4.2.20 Soutin matic AB
31 13 22 25 41 29
neexistuje, BA = -5 22 41 30 |.4221 AB = ( _90 31 ), BA =
70 —31 53 59
—-15 12 42 40 3 -14 0 0
-21 7 28 |.42224% = 27 -3 —26 | 4223A = ( 0 0 )
-26 -3 -2 -49 8 55

4.2.24 Matice B je typu 5 x 3. 4.2.25 Matice B je typu 4 x 3, C je typu 2 x 3.4.2.26
Matice B je typu 2 x 3.4.2.27 Matice B je typu 3 x 4, matice D je typu 2 x 5.4.2.28
Matice B je typu 3 x 4, matice C je typu 5 x 2. 4229 h = 24230 h = 2 4.2.31
h=24232h =14233h =14234h =34235h =34236h = 44.2.37
h=44238h=64239h=24240h =34241h=34242h=24243h =14
4.2.44 h = 3 4.2.45 singulani 4.2.46 singulani 4.2.47 regulani 4.2.48 singulan{ 4.2.49
singuldn{ 4.2.50 reguldrni 4.2.51 singuldni4.2.52 reguldni 4.2.53 regulan{ 4.2.54 regu-

lini 4.2.55 A™! = —1 4.2.56 A~

6 -3
-1 _ 1
4258 A~ = 3( s

_(2 g ) 425747 =1 ( ]

)

4.2.59 Inverzni matice neexistuje, protoZe dand ma-

tice nenf reguldrni. 4.2.60 A~* = —3 ( :; le ) 4261 A~ = < g :g > 4.2.62
-12 -3 -3 2 1 -1
Al =-1L 1 4 —6 | 426347 =2 -1 2 |4264A71 =
8 2 -3 30 1
2 1 -1 1 -4 -3
0 1 0 |4265A47"!= 1 -5 -3
-1 -1 1 -1 6 4
1 4 -6 12 1 7
4266 A7 =1 -1 -1 3 )4267A47' = L[ 16 5 -9 | 4268
1 -2 3 -4 7 5
-1 -6 13 -3 4 1
Al=—2| -2 1 —6 [426947' =1 4 -8 4)
6 -3 =5 1 4 -3
3 -3 -2 1 -1 1
4270A 1= 7 -8 —5 427147 = -38 41 -34
6 —7 —4 27 —29 24
-8 29 -11 12 2
427247 = -5 18 -7 |4273A7' =3 2 1 —2)
1 -3 1 2 -2 1
19 15 13
4274B7'A"' = (AB)"' =L -7 -6 —4

-1 0 -1
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3 0 1 0
-2 2 =21 ) . . ..
4275 A = 0 2 -3 9 4.2.76 Rovnost plati pro jakoukoli matici,
-1 1 -2 1
-1 -4 -11 -1 -1 1
A7l = % 3 7 18 |4277B=A""1= -2 -1 2
-5 —15 =35 2 1 -1

4278 X = (B+C)A714279X =B Y B+ C)A~' = A1+ B~IC
4280 X = (B+21)"'C4281X =B Y (AC - B?)=B"'AC-B

4282 X = AC = < i _13 ) 4.2.83 Hledand matice je X = B~!1CA™!, X =
24 13 320
( ) . 4.2.84 Hledand maticeje X = BA™!, X = [ —4 5 -2
—-34 —18
-5 3 0
1 11
4.2.85 Hledana matice je X = (AT)"1CB~'=| 1 2 3 |.4286X = (B —
2 31
_ 1 -3 6 _ _ 1 -3 6
3NAT = —& ( u 4 4287 X = (ATA)'ATB = —¢ 4 4 4.2.88

Zasifrovand zpravaje: —2 —15 39 —-13 -9 —-34 14 —-19 87 —6 10 42
—13 -8 —29 1 -2 3.4.2.89 Zasifrovand zprdva je: 20 47 -5 25 26 10
5 15 15 22 22 44 1 36 —12 61 72 42 71 49 32 81 63
63 75 57 604.2.90 Odsifrovand zprava zni: singularni matice. 4.2.91 OdSifrovana
zpréava zn{: inverzni matice je reguldrni.

4.2.92 ProtoZe portfolio Y md nulovy soucet hodnot a sou¢in YV = (250 0 500),
m4 vSechny hodnoty nezdporné a alesponl jednu kladnou, je Y arbitrdZni portfolio.
Stejné portfolio Z mé soucet vSech hodnot nula. ProtoZe soucin ZV = (500 250 750)
ma dokonce vSechny hodnoty kladné, je Z také arbitrazni portfolio. A protoZe kazda ze
sloZzek vektoru Z'V je vétsi nez odpovidajici slozka vektoru YV, investor s portfoliem Z

1 0 00
f v . 0 01 0 o
bude mit vyS$si vynosy. 4.2.93 Matice P = 0 1 0 o |-soucin AP.4.2.94 Ma-
0 0 01

tice X je nésledujici:
zpravy komu

A B C D E

A 01 001
B 001 10
zpravy od koho C 10 0 0 O
D 01 00O
E 00010

Interpretace: V matici X2 nenulové hodnota zna&i poéet moZnosti, kterymi m4d agent
v f4dku moZnost predat zpravu agentu ve sloupci pfes jiného agenta. V matici X2 ne-
nulovd hodnota znaci pocet moznosti, kterymi ma agent v fddku moznost ptedat zpravu
agentu ve sloupci postupné pies dva jiné agenty. Nenulové diagondlni prvky znaci po-
¢ty moznosti, kterymi miZe agent obdrzet odpovéd’ na svou zpravu odeslanou jesté
pfes jednoho agenta.

001 20 1 2000
1 1000 01 1 11
X?2=|10100 1|, Xx*=]1001 20
00110 1 1000
0100 0 00110
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Priklad 4.34

4.3 Determinant matice

4.3.1 Permutace, determinanty

V této kapitole se dozvime, Ze v kazdé Ctvercové matici je ukryté jeSté jiné Cislo nez
jen hodnost matice. Toto ¢islo budeme nazyvat determinant matice. Jedna se spiSe o
teoreticky pojem, a proto konkrétni aplikac¢ni tivahu pro odvozeni tohoto ¢isla v této
kapitole vynechdme. Jak ale pozdéji uvidime, bude ndm tento teoreticky pojem uZi-
tecny i k feSeni konkrétnéjsich dloh. Determinant matice ndm napiiklad prozradi, zda
je matice regularni nebo singuldrni, poslouzi ndm k nalezeni fesent jistého typu soustav
linedrnich rovnic, nau¢ime se pomoci determinantu matice vypocitat inverzni matici.
NezZ zavedeme pojem determinant matice, zopakujeme si pojmy, které se v jeho definici
vyskytuji. Jsou to pojmy: permutace, inverze permutace a znaménko permutace.

Definice 4.3.1. Permutaci mnoziny Cisel {1, 2, ..., n} budeme rozumét kazdou
usporddanou n-tici (p(l),p(2), e ,p(n)) z Cisel 1, 2, ..., n, kde se zadné z Cisel
neopakuje. Inverzi permutace p budeme rozumét kazdou dvojici ¢, j pfirozenych
&isel z mnoZiny {1,2,...,n}, pro kterou plati 7 < j a p(i) > p(j). Permutaci
budeme nazyvat lichou, jestlize pocet vSech jejich inverzi je liché ¢islo. Permutaci
budeme nazyvat sudou, jestlize pocet vSech jejich inverzi je sudé Cislo. Znaménkem
permutace p budeme rozumét &islo sign(p) = (—1)™V(P), kde symbolem inv(p)
znacime pocet vSech inverzi permutace p.

Casto pouZivame pro permutaci nésledujici zapis

. < 1 2 ... n )
p(1) p2) - pn) )
Pocet vSech permutaci z n prvki je roven n! a mnozinu vSech permutaci mnoZziny
{1,2,...,n} budeme znacit symbolem P, . Pocet vSech inverzi permutace p budeme
znatit inv(p). Je-li tedy permutace lich4, jeji znaménko je (71)”“’(p> = —1. Je-li per-

mutace sudd, jeji znaménko je (—1)™V(P) = 1.

4.34. Zjistéte znaménko permutace

Reseni: Vypisme viechny dvojice 7, j pfirozenych &isel z mnoziny {1, 2, 3,4}, pro které
plati ¢ < j a k nim odpovidajici p(¢), p(j)

o {i,5} {p(0); p(4)}

{1,2} {4,3}, protoze 4 > 3, toto je inverze,

{1,3} {4,2},protoze 4 > 2, toto je inverze,

{1,4} {4,1},protoze 4 > 1, toto je inverze,

{2,3} {3,2},protoze 3 > 2, toto je inverze,

{2,4} {3,1},protoze 3 > 1, toto je inverze,
e {3,4} {2,1},protoze 2 > 1, toto je inverze.

Dand permutace ma Sest inverzi, je tedy sudd a jeji znaménko je 1.



4.3. DETERMINANT MATICE

143

Definice 4.3.2. Determinantem n-tého fadu Ctvercové matice A ¥ddu n budeme
rozumét vyraz

aiq ai12 000 QA1n
a1 as92 000 (0579
det A =|A| = [ = > sign(p) - aip() - G2p(2) - Grp(n) -
: PEP,
An1  ap2 N 4 P )

Z kazdého fadku a kaZdého sloupce vybereme vZdy jeden prvek, tyto prvky mezi
sebou vyndsobime a vyndsobime je jest€¢ znaménkem permutace na sloupce. Determi-
nant tvercové matice je pak ¢islo, které dostaneme jako soucet vSech takovych souint
pres vSechny mozné permutace na sloupce.

Z této definice plyne, Ze pokud ma matice cely jeden fadek resp. sloupec nulovy,
je determinant takové matice roven nule. V takovém piipadé je alespon jeden prvek
v soucinech ayp (1) * Ggp(2) * * * App(n) NUlOVY a pak je nulovy i soucin takovych prvki.
Nakonec soucet nulovych hodnot je nula. Navic si uvédomte, Ze ¢tvercovd matice, kterd
ma jeden fadek, resp. sloupec, cely nulovy, je singuldrni matice.

Rozeberme postupné pripady vypoctu determinantu matice, ve kterych budeme
postupné zvétsovat fad matice n.

Vypocet determinantu matice fadu n = 1

Jestlizen = 1,tj. A = (an) , md matice jeden sloupec a permutace na sloupce existuje

jedina.
(1
=\

Tato permutace méa znaménko 1. Z toho plyne, Ze determinant matice fddu 1 je roven
hodnoté a;1. Jinak det A = |a11| =aii.

Pozor!
Pfi oznaceni determinantu matice fddu 1, tj. |a11|, si neplet’te znaeni determinantu
s absolutni hodnotou ¢isla a7 .

Vypocet determinantu matice radu n = 2

ail a2
a21 Aa22

(1 2 (1 2
p1—12 p2—21

Prvni permutace nem4 Z4dnou inverzi, jeji znaménko je sign(p;) = (—1)° = 1.
Druhd permutace md jednu inverzi, jeji znaménko je sign(pz) = (—1)! = —1. Podle
definice mdme

Jestlize n = 2,tj. A = ) , méa matice dva sloupce a permutace na sloupce

existuji dvé (2!).

det A=1-aj1a2 + (—1) + 12021 = A11G22 — (12021 -

Pro vypocet determinantu matice fadu dvé staci vypocitat rozdil soucinu prvki na hlavni
diagonadle a soucinu prvki na vedlejsi diagonéle. Toto pravidlo budeme nazyvat ki'iZové
pravidlo. Nazorné si miZzeme v matici fadu dva kiiZové pravidlo zobrazit nasledovné.
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Priklad 4.35

Priklad 4.36

4.35. Vypoctéte determinant matice A = ( 72 7; )

Reseni: Podle kifzového pravidla je det A = 3- (=2) — (=5) -1 = —6+5 = —1.

Vypocet determinantu matice fadu n = 3

ail a2 ais
Jestlizen = 3,tj. A = a1 a2z as |,potom ma matice tfi sloupce a permutaci

as1 as2 Aass
na sloupce existuje Sest (3!).

/12 3 (1 2 3 1 3
P=1{1 92 3 P2=1 9 1 ps=1\ 3 2
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
Pa=13 9 1 Ps=11 3 2 Pe=1{9 1 3

Prvni tfi permutace maji sudy pocet inverzi, jejich znaménko je 1. Druhé tfi permutace
majf lichy pocet inverzi, jejich znaménko je —1. Podle definice mame

w
— N

det A =1-aj1a22a33 + 1-agi1a32a13 + 1 - ag1a12a23+
+ (—1) - azia22a13 + (—1) - a11az2a23 + (—1) - az1a12a33

=0a11022033 + 021032013 + G31A12G23 — 431022013 — G11432023 — A21012033.

Toto pravidlo budeme nazyvat Sarrusovo pravidlo. Schematicky si miZeme Sarrusovo
pravidlo zobrazit na ndsledujicim obrazku. Pod matici sepiSeme prvni dva fadky a pak
s¢itdme souciny prvkil na hlavni diagonaéle a dalSich dvou diagonalach pod ni a od toho
odecitdme souciny na trech diagonalach pod sebou v opacném sméru.

2 0 -3
A= 1 -1 4
5) 3

Reseni: K vypottu tohoto determinantu matice ¥adu tfi pouZijeme Sarrusova pravidla.
OpiSeme pod matici prvni dva fadky a budeme scitat sou¢iny modrych prvki na diago-
nélédch a od toho odecitat souciny Cervenych prvki na diagonéldch v opatném sméru.

2 0 -3 2 0 -3
1 -1 4 1 -1 4
5 6 3 ) 6 3
2 0 -3 2 0 -3
1 -1 4 1 -1 4
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Tim dostaneme nésledujici rovnosti.

det A=2-(—1)-341-6-(—3)+5-0-4—5-(=1)-(=3)—2-6-4—1-0-3
= —6-18+0—15—48—0
= 87

Vypocet determinantu matice radu n > 4

JestliZe ad matice je n > 4 nepocitdme determinant podle definice a z toho odvozeného
néjakého jednoduchého pravidla. Jen pro matice fddu n = 4 je permutaci vSech Ctyrt
sloupcti 4! = 24, pro matice fadu n = 5 je permutaci vSech péti sloupci 5! = 120
atd. V téchto piipadech (pro matice vyssich fadd nez 3) pocitime determinanty matic
s vyuzitim vlastnosti determinantti. Uved’me tyto vlastnosti.

Véta 4.3.3 (Vlastnosti determinant matic). Necht’ A je étvercovd matice, pak plati

1) je-li A horni trojiihelnikovd matice, determinant matice A je roven soulinu prvkii
na diagondle,

2) det AT = det A; (AT je transponovand matice k matici A),

3) jestlize matice B vznikne z matice A pFictenim jistého r—ndsobku nékterého
Fddku (sloupce) (r # 0) k Fddku (sloupci) jinému, pak det B = det A,

4) jestlie matice B vznikne z matice A vyndsobenim néjakého Fdadku (sloupce) Cis-
lemr, pak det B =1r-det A,

5) jestlize matice B vznikne z matice A zdaménou dvou ¥ddki (sloupcit), pak plati
det B = —det A,

6) det A = 0 prdvé, kdy? je matice A singuldrni.

Ukazme na nasledujicich prikladech, jak miizeme pouzit téchto vlastnosti k vypo-
¢tu determinantu matice vétSiho fadu nez tfi.

2 123 Priklad 4.37
4.37. Vypoctéte determinant matice A = 0 -1 0 2
o . ypOC clc determinant matice = O 0 3 _1
0 00 4

Reseni: Zadand matice je horni trojihelnikovd matice. Podle prvni vlastnosti v uvedené
vété mizeme determinant této matice spocitat jako soucin prvkil na hlavni diagondle.

-2 1 2 3
0 -1 0 2
detd=| o Tou 3= (2)(-1)34=2
0 0 0 4
3 1 5 =3 Priklad 4.38
4.38. Vypoltéte determinant matice A = ? _é g :1
2 2 1 4

Reseni: Na matici A budeme provadét takové tpravy, abychom ji upravili na matici
horni trojihelnikovou. Pouzivat budeme jen dpravy uvedené v predeslé véte, abychom
nezménili hodnotu determinantu matice A. Jiz z piikladd, ve kterych jsme prevadéli
matice na matice v Gaussove tvaru, vime, Ze je vyhodné mit v prvnim fddku a prvnim
sloupci jedni¢ku. Toho v zadané matici docilime napfiklad tim, Ze vyménime prvni a
treti fadek. Tato operace by vSak zménila znaménko determinantu. Proto pied determi-
nant matice s pfehozenymi fddky zapiSeme minus.
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Priklad 4.39

3 1 5 -3 1 3 0 -1
2 —1 3 -1 ] 2 —1 3 -1
1 3 0 -1 131 5 -3
2 2 1 4 2 2 1 4

Nynfi jiz bude jednoduché v prvnim sloupci pod diagonalou vytvorit nuly. Staci k dru-
hému fadku pfic¢ist minus dvojndsobek prvniho fadku, ke tretimu fadku pric¢ist mi-
nus trojndsobek prvniho faddku a ke tvrtému faddku minus dvojnédsobek prvniho fadku.
VSechny tyto operace neméni hodnotu determinantu matice.

1 3 0 -1 —2 4-3 -2 1 3 0o -1

2 —1 3 -1 J+ o -7 3 1
131 5 -3 + ~ 0 =8 5 0

2 2 1 4 + 0 —4 1 6

Dale pro nds bude vyhodné vymeénit druhy a Ctvrty sloupec. Tim se opé€t zméni zna-
ménko determinantu. Poté zaCneme nulovat druhy sloupec pod diagonalou pomoci na-
znacené Upravy za determinantem.

I
1 3 0 -1 1 -10 3 1 -1 0 3
0 -7 3 1| o 1 3 -7 —= 0 1 3 -7
0 -85 0| [0 0 5 —8] o 0o 5 -8
0 -4 1 6 0 6 1 —4] <+ 0 0 —17 38

Nynf sta¢i provést takovou tpravu, aby se z prvku ve tfetim sloupci pod diagondlou
stala nula. K tomu potiebujeme nejprve Ctvrty sloupec vyndsobit péti a pak k pétina-
sobku ¢tvrtého Fadku pricist sedmndactindsobek tietiho fadku. Vyndsobime-li fadek, ve
kterém budujeme nulu péti, determinant takto vzniklé matice bude pétkrat vétsi (vlast-
nost 4). Abychom neméli determinant pétkrat vétsi, determinant nové vzniklé matice
vyndsobime jednou pétinou.

1 -1 0 3 1 -1 0 3

o 1 3 -7 1o 1 3 -7
0 0 5 -8 17 5 10 0 5 -8
0 0 - 17 38 |-53+ 0 0 0 54

Ziskali jsme horni trojihelnikovou matici, jejiz determinant spo¢itdme jako soudin prvki
na diagondle.

1
detA:g-1-1-5-54:54

Na zavér poznamenejme, Ze posloupnost tprav, kterymi jsme z dané matice ziskali
horni trojihelnikovou matici, neni ddna jednoznacné. Mohli jsme napfiklad dpravy za-
¢it tim, Ze bychom piehodili prvni a druhy sloupec, abychom v prvnim fddku a prvnim
sloupci ziskali jedni¢ku a teprve pak jsme mohli zacit vhodnymi tpravami ziskdvat pod
diagondlou nuly. Tedy cest, kterymi Ize ziskat horni trojihelnikovou matici, je mnoho.
Hodnota determinantu je vSak urena jednoznacné.

2 -1 5 2
. . . 1 -1 1 2 o .
4.39. Pomoci determinantu matice A = 1 1 7 _o zjistéte, zda je ma-
3 -2 6 4

tice A reguldrni.

Reseni: Podle Sesté vlastnosti predchozi véty vime, Ze pokud bude determinant zadané
matice nulovy, je dand matice singuldrni. V opacném piipad¢ je zadand matice regu-
larni. Vypocet determinantu zadané matice zacneme pfehozenim prvniho a druhého
fadku. Tim dostaneme do prvniho fadku a prvniho sloupce Cislo jedna, aby se ale ne-
zménila hodnota determinantu, musime pfed determimant matice s pfehozenymi fadky
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psat minus.

2 -1 5 2 1 -1 1 2
1 -1 1 2 2772 -1 5 2
1 1 7 =2 17 =2
3 -2 6 4 3 -2 6 4

Pro vynulovéani prvniho sloupce pod diagonalou budeme postupovat podle nazna¢enych
uprav na fadky matice. Tyto Upravy neméni hodnotu determinantu matice.

1 -1 1 2
o1 3 -2
0 2 6 —4

0 1 3 -2

Pro vynulovéni druhého sloupce pod diagonalou provedeme naznacené Gpravy na druhy

fadek.
1 -1 1 2 1 -1 1 2
0 1 3 -2 —2 -1 0 1 3 =2
0 2 6 —4 J+ o 0 0 0 =0
0 1 3 -2 + 0 0 0 0

Tato matice ma dokonce dva nulové fadky a determinant takové matice je roven nule.
Pomoci determinantu matice jsme zjistili, Ze zadand matice je singuldrni.

V tomto pripadé jsme mohli danou tlohu vyfesit jesté jinak. Stacilo si v§Simnout,
Ze prvky ve Ctvrtém sloupci jsou vSechny ndsobky dvou. Pak podle Ctvrté vlastnosti
determinantii matic miizeme ¢islo 2 z matice vytknout. Plat{

2 -1 5 2 2 -1 5 1
1 -1 1 2| 9. 1 -1 1 1
1 1 7 =2 1 1 7 -1
3 -2 6 4 3 -2 6 2

Nyni vidime, Ze ve vzniklé matici je druhy sloupec minus jednandsobek ctvrtého sloup-
ce. Takova matice je singuldrni a jeji determinant je roven nule. Pak je roven nule i
deteminant zadané matice a zadand matice je tady singuldrni.

NezZ uvedeme dalsi vlastnost determinantti, zavedeme znaCeni. Symbolem A;; bu-
deme oznacCovat matici, kterd vznikne z matice A vynechanim i—tého fadku a j—tého
sloupce. Tedy pokud matice A je Ctvercovd matice fadu n, tak A;; je matice fadun — 1.

Definice 4.3.4. Necht' A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Algebraicky doplnék
aj; prvku a;; budeme nazyvat &islo af; = (—1)"*7 - det A;;, kde matice Aj; je
matice, kterd vznikne z matice A vynechanim i-t€ho fadku a j-tého sloupce.

Véta 4.3.5 (Rozvoj determinantu podle fadku resp. sloupce). Necht' A je Ctvercovd
matice fddu n, pak plati
a) (rozvoj podle i—tého Fddku matice A)
det A = ajna}y + apaly + - + ainal,,
neboli
det A = (—1)i+1ai1det A+ (—1)i+2ai2det Ao +---+ (—1)i+"amdet Ain
b) (rozvoj podle j—tého sloupce matice A)
det A = ayjaj; + azjas; + -+ anjay;,
neboli

det A = (—1)1+ja1jdet Alj + (—1)2+ja2jdet Agj 4+ -4 (—1)n+janjdet Anj
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Z této vlastnosti plyne, Ze determinant matice fadu n miiZeme spocitat jako soucet
jistych ndsobkl n determinantd matic fadu n — 1. UkaZme si pouZiti této vlastnosti
na dal§im piiklade.

Piiklad 4.40 4.40. Pomoci rozvoje podle prvniho sloupce vypoctéte determinant matice

2 1 3 —1
-1 -2 1 0
3 =2 2 -1
-2 0 —1 3

A:

Reseni: K vypottu determinantu tentokrat pouZijeme uvedenou vlastnost. Rozvijet bu-
deme podle prvniho sloupce. Mizeme tedy psat

2 1 3 -1

-2 1 0
=210 =(-Dt.2.| =2 2 -1
3 -2 2 -1 0 1 3
-2 0 -1 3
1 3 -1
+(=1)* (=) -2 2 -1
0 -1 3
1 3 -1
+ (=130 =2 1 0
0 -1 3
1 3 -1
+ (=D (=2)-| =2 1 0
-2 2 -1

Determinant matice fadu 4 jsme rozepsali na soucet Ctyf jistych ndasobkt determinantt
matic fadu 3. Kazdy z téchto determinanti midZeme spocitat Sarrusovym pravidlem.

-2 1 0

—2 2 -1 |=(-2)-2-3+(=2)-(=1)-040-1-(=1)

0 -1 3
—0-2:0—(=2)-(=1)-(=1)=(=2)-1-3
=4

1 3 -1

—2 2 -1 [=1-2-34(=2)-(=1)-(=1)40-3-(=1)

0 -1 3
—0-2-(=1)=1-(=1)-(=1)=(-2)-3-3
=21

1 3 -1

2 1 0|=1-1-34(=2)-(=1)-(=1)4+0-3-0

0 -1 3
—0-1-(=1)—1-(=1)-0—(-2)-3-3
=19

1 3 -1

—2 1 0 |=1-1-(=1)+(=2)-2-(=1)+(=2)-3-0

-2 2 -1
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Dosadime-li v§echny vypoctené hodnoty determinant matic fadu tfi do rozvoje deter-
minantu zadané matice, dostaneme

2 1 3 -1
-1 -2 1 0
3 -2 2 -1
-2 0 -1 3

= (DT 2 - (<) (C1)F ()21

+ (=¥ 319 + (=DM - (=2) - (=5)
—8+21+57-10
= 60.

Kdybychom tento determinant pocitali jakoukoli jinou metodou nebo rozvojem podle
jiného tadku nebo sloupce, musime dostat samoziejmé stejnou hodnotu. Z ptikladu je
vidét, Ze je k vypoctu determinantu rozvojem podle urcitého fadku ¢i sloupce vyhodné
vybrat fadek ¢i sloupec, ktery obsahuje nejvice nulovych prvkd. Pokud v determinantu
Zadné nulové prvky nejsou, byva vyhodné si nejprve v uritém fddku nebo sloupci
nulové prvky nejprve ,,vyrobit* a pak teprve pocitat determinant pomoci rozvoje podle
tohoto fadku ¢i sloupce. UkaZzme tento postup v nasledujicim piikladé. Budeme pocitat
determinant stejné matice.

4.41. Vypoctéte determinant matice Priklad 4.41

2 1 3 -1
-1 -2 1 0
3 -2 2 -1
-2 0 -1 3

N 2

Reseni: V matici nejprve prehodime prvni a druhy ¥4dek a pak podle naznatenych tprav
vynulujeme prvnf sloupec pod diagondlou.

2 1 3 -1 2 1 3 —1
-1 =2 1 0 -1 =2 1 0 j]_
3 -2 2 -1 o 3 -2 2 -1 -
-2 0 -1 3 -2 0 -1 3
1 -2 1 0 2 43 -2 -1 =2 1 0
|2 1 3 -1 J+ - 0 -3 5 -1
3 -2 2 -1 + o 0 -8 5 -1
-2 0 -1 3 + 0 4 -3 3
Tento determinant nyni miZeme vypocitat rozvojem podle prvniho sloupce.
-1 -2 1 0
0 -3 5 —1 - -3 0 -l
0 —8 5 1 =(-1) (=1)-| -8 5 —1
0 4 -3 3 433
-2 1 0
+(-1)*t.0-] -8 5 -1
4 -3 3
-2
+ (=1%o =3 5 -1
4 -3 3
-2 1 0
+ (=)0 =3 5 -1
-8 5 -1
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Z tohoto zapisu je vidét, Ze musime vypocitat pouze prvni determinant matice fadu tfi.
Ostatni s¢itance v tomto rozvoji budou nulové.

-1 -2 1 0

3 5 -1
8 :2 g =Dy 8 5 1 (404040
4 -3 3

0o 4 -3 3

—1(=3)-5 -3+ (=8) - (-3) - (1) + 5+ (~1) -4
— 45 (1) = (=3) - (=3)- (-1) — (=8) -5
— 60

Na zavér dostaneme

-1 -2 1 0
0 -3 5 —1
det A = — 0 -8 5 1 = —(—60) = 60.

0 4 -3 3

Priklad 4.42 4.42. Urcete, pro kterou hodnotu redlného parametru ¢ je matice

11 ¢+ 0
01 -1 ¢
Alt) = 11 0 -1
00 1 -1

singulérni.

Reseni: Singularni matice je praveé tehdy, kdyZ je jeji determinant roven nule. Pak pro
nezndmou ¢t musime vyfesit rovnici

-1 1 t 0
01 -1 t
1 1 0 -1 =0
0 0 1 -1

Hodnotu determinantu vypocteme rozvojem podle ¢tvrtého fadku.

ER R
=0+0+(-D*31| 0 1 ¢t
11 0 -1 L1
00 1 -1
-1 1 ¢
+ (=D (=1 0 1 -1
11 0
=(=1)7"[(-1)-1-(=1)+0-1-0+1-1-¢

~1-1-0—(=1)-1-t=0-1-(=1)]
+(=1*(=D[(-1)-1-04+0-1-t+1-1-(-1)
—1-1-t—(=1)-1-(=1)—=0-1-0]

=1—t

Dostali jsme rovnici 1 — ¢ = 0, jejimZ feSenim je ¢ = 1. Zjistili jsme, Ze dand matice
md determimant roven nule pro ¢ = 1. ProtoZe vime, Ze nulovy determinant maji je-
diné singuldrni matice, miZzeme také odpovédét na otizku, pro jakou hodnotu redlného
parametru ¢ je dand matice A(t) singuldrni. Matice A(t) je singuldrni pro t = 1.

s 2

V nasledujici ¢asti jesté uvedeme, jak je mozno vyuzit determimanti k vypoctu inverzni
matice.
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4.3.2 Vypocet inverzni matice pomoci determinanti, adjungovana
matice

Nez si uvedeme vlastnost, kterou miZeme uZit k urCovani inverzni matice, zavedeme
nékteré pojmy.

Definice 4.3.6. Necht' A = (a;;) je étvercovéd matice fadu n. Adjungovanou matict
k matici A budeme nazyvat matici Adj A = (a;)7;_,, kde a}; jsou algebraické
dopliiky prvki a;;.

Véta 4.3.7 (Vypocet inverzni matice pomoci adjungované matice). Necht’ A = (a;;)
Jje reguldrni ¢tvercovd matice Fddu n. Potom plati

—1 1

= —— . (AdjA)".
detA (Adj 4)
UkaZme pouziti uvedené vlastnosti pro vypocet inverzni matice na nasledujicim
priklade.
2 7 3 Priklad 4.43
4.43. Urcete inverzni maticik matici A= 3 9 4
1 5 3

Reseni: K urleni inverzni matice k matici A pouZijeme pravé uvedenou vlastnost. Nej-
prve vyjadiime adjungovanou matici k matici A. Ze zadané matice fadu tfi budeme
postupné vynechdvat urcity fadek a sloupec, ¢imz vzniknou matice fddu dva. Vyne-
chavame vzdy ten fadek a sloupec, ve kterém lezi prvek matice A. Determinanty takto
vzniklych matic jest¢ vyndsobfme znaménkem (totiz vyraz (—1)*7 ma hodnotu bud’

1,nebo —1).
9 4 3 4 3 9
(_1)1+1 (_1)1+2 (_1)1+3
5 3 1 3 1 5
7 3 2 3 2 7
AdjA = (—=1)*+! (—=1)**2 (—1)**3
5 3 1 3 1 5
7 3 2 3 2 7
_1)3+1 _1)3+2 _1)3+3
CU™ g g GUT 3 4] GDT g
7 =5 6
= | -6 3 -3
1 1 -3

Kazdy prvek adjungované matice Adj A jsme vypocitali kiiZzovym pravidlem. Jesté
zbyva spocitat determinant matice A. ProtoZe matice A je matice fadu 3, miiZzeme jeji
determinant spocitat Sarrusovym pravidlem.

detA=2-9-3+3-5-3+1-74-1-9-3-2-5-4-3-7-3=-3

Nyni uZ miZeme psat inverzni matici k matici A

) 7 -5 6\~ ) 7 -6 1
Al=—-Z2| -6 3 -3 =—=-| -5 3 1
3\ 11 =3 3\ 6 -3 -3

O spravnosti vysledku se samoziejmé& mizeme presvédcit zkouskou.
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4.3.3 Charakteristicka (vlastni) ¢isla matice

V této podkapitole uvedeme pojem jesté jednoho Cisla, které souvisi se ¢tvercovou ma-
ticf a determinantem matice z matice A odvozené.

Definice 4.3.8. Necht’ A = (a; ;) je ¢tvercovd matice faddu n. Charakteristickym
(vlastnim) ¢islem matice A budeme nazyvat kazdé (i komplexni) ¢islo A, které vyho-
vuje rovnici det (A—AI) = 0.Rovnice det (A—AI) = 0 se nazyvd charakteristickd
rovnice matice A.

Priklad 4.44 4.44. Naleznéte charakteristickd ¢isla matice A = ( LI ) .

-1 2

Regeni: Nejprve vyjadifme matici A — \I.
1 —6 10
A=A = (1 2)‘A<01

[ 1-A =6
- 12—

Determinant této matice 2 x 2 vypocteme kfiZovym pravidlem a polozZime ho roven

nule.
1—A —6 | _ )2 —
‘ ] 2_)\’—(1—)\)(2—)\)—(—6)-(—1)—)\ —32—-4=0.
Toto je kvadratickd rovnice, kterd mé koteny \; = —1 a Ay = 4. Charakteristicka Cisla
dané matice A jsou Ay = —la X = 4.
Piiklad 4.45 2 6 15
4.45. Naleznéte charakteristickd ¢isla matice A = 1 1 -5
1 2 —6
Reseni: Vypotteme matici A — AI.
4 6 -—15 1 0 0 4— X\ 6 —15
1 3 =5 ]-=-X] 01 0 |= 1 3—A -5
1 2 -4 0 0 1 1 2 —4-—A

Determinant této matice spocteme rozvojem podle tietiho fadku. Nejdiive ale prove-
deme dpravy na fadky a sloupce matice, pomoci nichz ziskdme ve tfetim fadku nuly.

4- A 6 —15 4- A 6 —15
1 3—A . |- (-1) = 1 3-X -5 |=
1 2 —4-X| «— |+ 0 A—1 1-2)

Vime, Ze v determinantu miZeme provadeét dpravy i na sloupce. Misto druhého sloupce
budeme psat soucet druhého a tietiho sloupce. Tato iprava matice hodnotu determinantu
nezméni. Touto Upravou jsme ziskali matici, jejiZ determinant lehce spocteme rozvojem

podle tretiho fadku.
4—-A -9 -15
12 5| o= (pta-n Y )
0 0 1—-2AX

(842X —4X+ X +9]- (1—))
= [1-224+X]-1-X)=01-)?
det (A=) =0<+= (1-)2)3=0
det(A—=A)=0<=A=1

Hledana matice md pouze jeden trojnasobny kofen charakteristické rovnice,ato A = 1.

Dana matice A ma jedno trojndasobné vlastni ¢islo A = 1.
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44 Cviceni

Vypocitejte nasledujici determinanty.

3 =5 8 3 7 2 11 5
44.1. ‘ - 9 ‘ 44.2. ‘ 3 4 ‘ 443. ‘ 3 5 ‘ 444. ‘ 9 3 ’
Vypocitejte ndsledujici determinanty.
445, | €57 —sinx 44.6 1—=x T 47 logx —3
| sinz cos T o z 1+z Tl logy 2
Vypocitejte ndsledujici determinanty.
3 =5 2 -1 -5 0 0 —6 1
448. | 7 2 -3 4.4.10. 8§ —4 -1 4412, | -3 4 -2
3 -2 1 0 -3 -2 2 1 -5
4.4 _é g ;L 4411 g _g 1 5o
Sl I O S I B8 N B
B B T -3 0 2
Vypocitejte nasledujici determinanty.
a b c
4414. | ¢ a b
b ¢ a
cosr sinxcosy sinxsiny
44.15. | —sinxz cosxcosy cosxsiny
0 —siny cosy
Vypocitejte ndsledujici determinanty.
1 -5 2 0 2 2 11
—2 2 -3 3 3 -1 -1 0
4.4.16. 5 _9 9 44.21. 1 1 —4 9
3 -2 2 1 -2 0 2
3 0 -2 1 -2 0 -1 —4
-2 1 0 4 4 0 -3
44.17. 0 -2 -1 _9 4.4.22. 3 1 9 _9
3 -2 -3 01 -1 -3
0 -1 3 2 2 1 -1 =2
2 3 0 -1 -2 0 -1 2
4.4.18. 3 .3 1 _9 4.4.23. 3 3 0 -1
-2 1 1 -3 -2 1 =2 0
5 2 =2 1 1 -1 2 3
-1 4 -1 2 0 -2 31
4.4.19. 9 0 -5 _1 4.4.24. 1 -1 -4 2
0 1 2 -1 3 2 0 1
-3 2 0 1 7T 3 2 6
-1 0 -1 1 8§ -9 4 9
4.4.20. 9 1 3 9 4.4.25. 7 _9 7 3
4 -1 3 0 5 =3 3 4
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76 3 7 35 59 71 52
35 7 2 42 70 77 54

4426. | o, o - 4429. | 0 o 7o 5o
5 6 5 4 29 49 65 50

3 2 2 2 3 -5 —2 2

9 —8 5 10 —4 7 4 4

4427. | o o 5 g 4430. | o . -
6 -5 4 7 2 —6 -3 2
R N

4.4.28. 1 0 5 4
} } (1) 1 4.4.31. 4 _7 _3 8

0 2 -2 -3 9

Pomoci determinant( rozhodnéte, kterd z nasledujicich matic je regularni a ktera singu-

larni.
11 -2 0 1 3 5 -1
0 3 -3 3 2 -1 -3 4
4432 | o7 1) 443s. | o T T
31 —1 2 77 9 1
03 =30 3 -1 3 2
-12 01 5 -3 23
4.4.33. 9 0 -3 9 4.4.36. L 3 s 0
2.2 -2 2 7 -5 1 4
; _1 1 1 95 31 17 43
4.4.34. - 75 94 53 132
g (1) _i’ ? 4437 | o5 91 54 134
- 25 32 20 48
V2 V3 VB VB
4.4.38. Vypotitejte determinant matice A = \/\{—g 2% \/T 72%

2 2v6 V10 V15

4.4.39. Rozhodnéte, pro které A md matice A nenulovy determinant, jestlize

31 1 4
A4 10 1
A= 1 7 17 3
2 2 4 3

K nésledujicim matici naleznéte inverzni matice pomoci determinantu.

2 5 7 0 4 1 1 3 1
4.4.40. 6 3 4 4.4.43. -1 3 7 | 4.446. 2 -1 2

5 -2 -3 2 -1 -3 -1 -2 -1

3 —4 5 8 1 2 3 1 1
4441. 2 -3 1 4.4.4. -3 0 5 4.4.47. 2 5 9

3 -5 -1 2 2 -1 4 2 1

1 2 -2 3 1 5 9 _9
44.42. 2 1 -2 4.4.45. -1 3 -2 4.4.48. 1 0 1

2 =2 1 4 -2 -1 3 3 9
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z Vs

U nésledujicich matic naleznéte charakteristicka Cisla.

2 0 3 1
4.4.49. ( 6 _3 ) 4.4.51. ( 8 4 )

-1 5
4.4.50. ( ) 17
1 3 4.4.52. < 3 5

U nésledujicich matic naleznéte charakteristickd cisla.

0 -4 0 9 -6 -2 5 =3 2
4453. [ 1 -4 0 4454, [ 18 —12 -3 |4455. | 6 —4 4

1 -2 =2 18 -9 —6 4 —4 5
Vysledky cviceni

44.14144241443294.4423445144.61 — 222 4.4.7log(z?y) 44828449
—644.4.10 -854.4.11 —184.4.12103 4.4.13 —24 4.4.14 a® + b + 3 — 3abc 4.4.15
14416 158 44.17 —8 4.4.18 231 4.4.19 234 4.4.20 20 44.21 119 4.4.22 23 4.4.23
—224.4.24 -694.4.251504.4.26 —104.4.27 —64.4.28 —34.4.29104.4.30 27 4.4.31
674 4.4.32 regularni 4.4.33 regularni 4.4.34 regularni 4.4.35 singularni 4.4.36 regularni
4.4.37 singuldrni 4.4.38 9v/10(\/3 — v/2) 4.4.39 pro 74dné \, matice je pro kazdé \

1 -1 1 -8 29 -—-11
singularni4.4.40 [ —38 41 —-34 | 4441 | -5 18 -7
27 —-29 24 1 -3 1
1 2 2 -2 11 25
4.4.42% 2 1 -2 4.4.433—19 11 -2 -1
2 -2 1 -5 8§ 4
—10 5 5 -7 1 -9
4.4.44 81—5( 7 —12 —46 | 4445 -5 -9 -2 —5 | 4446K této
—6 —14 3 -10 8 -3
1 1 -3
matici neexistuje inverzni matice, matice je singuldrni. 4.4.47 —% 6 —1 —4
-16 2 13
-3 —-10 2
4.4.48 5 16 —3 | 4449 =2, 0 =-34450); =4, =-24451
-3 -9 2

A =5 = 44452\ = —2, Ay = 84453\ 55 = —2,44.54 N1 05 = —3,
44550 =1, =2, X3 =3

4.5 Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Motivacni iivaha I.

Uvazujme jednoduchy nésledujic{ problém. V malé firme se vyrdbi tfi typy vyrobki
(oznaéme je A, B, C) a kazdy vyrobek musi projit postupné tfemi vyrobnimi linkami
(oznaéme je I., II., III.). V nasledujici tabulce mdme uveden pocet vyrobnich hodin
potfebnych pro praci na kazdém typu vyrobku na kazdé z vyrobnich linek. Ddle mdme
k dispozici informace o celkovém poctu vyrobnich hodin na kazdé vyrobni lince. Na vy-
robni lince I. je to 380 hodin za tyden, na vyrobni lince II. je to 330 hodin za tyden a na
vyrobni lince III. je to 120 hodin za tyden.

Druhy vyrobku
Vyrobnilinka | A B C
L 05|10 15
1I. 06109 1.2
II1. 02 (03| 05
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Nasim dkolem je zjistit, kolik vyrobkl kazdého z typi je mozno tydné vyrobit,
abychom vyuzili maximélniho poctu vyrobnich hodin na kazdé z vyrobnich linek.

Oznacme si poCet vyrobki typu A, které je mozno tydné vyrobit, neznamou x1,
pocet vyrobkil typu B vyrobenych tydné zo a polet vyrobku typu C x3. Na vyrobn{
lince 1. pocet hodin pro vyrobu x; vyrobkd pak bude 0, 5x1, pro vyrobu xo vyrobkd
bude 1,0z2 a pro vyrobu x3 vyrobki bude 1, 5z5. Obdobné budeme uvazovat i v pii-
padé dalSich dvou vyrobnich linek. Vztahy, ze kterych mdZeme urcit nase nezndmé pro
kaZzdou z vyrobnich linek, jsou nasledujici.

0,527 + 1,029 + 1,523 = 380
0,621 +0,922 + 1,223 = 330
0,221 + 0,322+ 0,523 = 120

Dostali jsme soustavu ti{ rovnic o tiech nezndmych. Ze stiedni $koly zndme dvé mozné
metody feSeni, a to metodu elimina¢ni a metodu scitaci. K vyfeSeni nasi soustavy
pouZijeme druhou ze zminénych metod. Nejprve si kaZdou z rovnic vyndsobime de-
seti, abychom dostali celo¢iselné koeficienty pfed nezndmymi. Pak podle naznacenych
uprav za kazdou rovnici budeme kaZdou z rovnic ndsobit a nésledné scitat. Nasobky
jsou voleny tak, aby ve druhé a tieti rovnici vypadla proménnd x;. Tedy misto druhé
rovnice piSeme soucet minus Sestindsobku prvni rovnice a pétindsobku druhé rovnice.
A misto tfeti rovnice piSeme soucet minus dvojndsobku prvni rovnice a pétindsobku
tfet{ rovnice.

521 + 1022 + 1523 = 3800 |- (=6)]- (-2)
671 + 912 + 1225 = 3300 -5
2T1 + 312 + 5z3 = 1200 -5
521 + 1020 + 1525 = 3800
—1525 — 3023 = —6300
75£E2 — 5£C3 = —1600 | ! (*3)

Nakonec staci minus trojndsobek tfeti rovnice pric¢ist ke druhé rovnici a dostaneme
soustavu rovnic, kde ze tfeti rovnice velice jednoduse vypocteme nezndmou x3. Jeji
hodnotu dosadime do druhé rovnice a ziskdme rovnici pro jednu nezndmou, totiZ xs.
Nakonec zndmé hodnoty x5 a z3 dosadime do prvni rovnice a dostaneme rovnici o jedné
nezndmé ;1 a tu jednoduse vyfeSime.

o5z1 + 10z 4+ 1523 = 3800
—1522 — 303 = —6300
—15x3 = —1500
—1523 = —1500 = z3 =100
—15z9 —30-100 = —6300 = —1522 = —3300 = z2 = 220
or1 +10-2204+15-100 = 3800 = 571 = 100 = z1 = 20

Dand soustava rovnic méla pravé jedno feseni: 1 = 20, z2 = 220,23 = 100. Vypo-
Citali jsme, Ze pro vyuziti maximélniho poctu vyrobnich hodin na kazdé z vyrobnich
linek budeme vyrobki typu A vyrabét 20 tydné, vyrobkl typu B 220 tydné a vyrobku
typu C budeme vyrdbét 100 tydné.

Zamysleme se ted’ nad feSenim dané tlohy znovu. Zpétné se podivame, jak jsme
upravovali s¢itaci metodou danou soustavu rovnic. Jednotlivé rovnice jsme ndsobili
anasledné scitali levé a pravé strany rovnic. VSe jsme dé€lali tak, aby po souctu nasobkd
vZdy dvou rovnic nové vznikl4 rovnice méla o jednu nezndmou méné. VSimnéme si,
7e jsme vlastné pracovali pouze s koeficienty u nezndmych. Samoziejmé, pokud jsme
scitali rovnice, sCitaly se koeficienty u stejnych nezndmych. Danou soustavu linedrnich
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algebraickych rovnic bychom mohli fesit také tak, Ze bychom pracovali pouze s koe-
ficienty pfislusnych rovnic. Koeficienty si uspofdddme tak, Ze v jednom fadku budou
koeficienty z jedné rovnice a v jednotlivych sloupcich budou koeficienty stojici vZdy
u stejné nezndmé. Neboli koeficienty zapiSeme do matice, ve které fadky budou znacit
jednotlivé rovnice a sloupce budou jednotlivé nezndmé v dané soustave rovnic. Pti s¢i-
taci metodé se ménily hodnoty i na pravé strané rovnic, proto budeme muset pracovat
i s pravou stranou. Soustavy linedrnich rovnic se nauc¢ime fesit pomoci matic.

Motivaéni tivaha I1.

Uved’me jesté jednu dvahu. ReSme ted’ nédsledujici soustavu rovnic.

1 + 2x9 + 423
31‘1 + 21‘2 - 2$3 =
21‘1 — 31‘2 + 51‘3 = 0

VyteSme tuto soustavu rovnic opét s¢itaci metodou. Podle naznacenych tprav prvni
rovnici budeme ndsobit minus tfemi a pfi¢teme ji ke druhé rovnici a pak prvni rovnici
budeme ndsobit minus dvéma a pricteme ji ke treti rovnici.

3r1 + 229 — 223 =
2x1 — 3x2 + 53 =

0
0
T, 4+ 229 +423 = 0
—4$2 — 14.1'3 = 0

0

—7562 — 3.1'3 =

Pokud nyni druhou rovnici vyndsobime minus sedmi a tfet{ rovnici ¢tyimi, dostaneme
rovnici pouze s nezndmou Ts.

T, 4+ 229 +423 = 0
—4xo — 1dxzs = 0]-(=T7)
—Txo—3x3 = 0]-4
T, 4+ 229 +423 = 0
—4xo — 1423 =
8b6rs =

Nyni stejné jako v pfedchozim piipadé vyfesenim posledni rovnice dostaneme z3 = 0.
Dosazenim této hodnoty do druhé rovnice dostaneme, Ze i xo = 0. Zndmé hodnoty
neznamych x5 a x3 dosadime nakonec do prvni rovnice. Odtud dostaneme, Ze i z; = 0.
Zadana soustava linedrnich algebraickych rovnic ma jediné feSeni ;1 = 0,22 = 0
axy=0.

Znovu se podivejme na nasi soustavu rovnic a jeji feSeni. Oproti predchozimu pfi-
kladu tato soustava rovnic méla vzdy pravou stranu nulovou. KdyZ jsme pak pfi s¢itaci
metod€ rovnice rdzné nasobili redlnymi Cisly a scitali, ménily se koeficienty pfed ne-
zndmymi v upravovanych rovnicich. Prav4 strana se v§ak v tomto pfipadé neménila.
Pokud tedy budeme Tesit soustavu rovnic, ve které ma kazd4 rovnice pravou stranu nu-
lovou, midZeme pracovat pouze s koeficienty pfed nezndmymi. Dostali jsme feSen{ nasi
soustavy rovnic, ve kterém vSechny nezndmé jsou nulové. KdyZ se podivame na zadani,
mohli jsme vlastné toto feSeni odvodit jiz ze zadani. VSimnéte si, Ze jakdkoli soustava
rovnic, ve které pravé strany kazdé z rovnic jsou nulové, bude mit toto feSeni. Ale né-
které takovéto soustavy budou mit kromé tohoto feSeni samych nul jeste jina feSeni. To
znamend, Ze takovéto soustavy rovnic budou vzdy feSitelné.
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4.5.1 Homogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic

Homogenni soustavou m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych budeme ro-
zumét soustavu

a1171 + a12%2 + -+ apry, = 0
a2171 + a2 + -+ agmxry, = 0
Am1T1 + Qa2 + - -+ amnTy, = 0,

kde a;; € R se nazyvaji koeficienty soustavy.
Tuto soustavu miZzeme zapsat pomoci matice do tvaru Ax = 6, kde je postupné
oznaceno

1 8 air  as a1n
X2
a21 a22 a2
X = eR”, 0= eER” a A= "
T 0 Am1 Gm2 ... Gmn

je matice typu m X n.
Uvédomme si, Ze prvky matice soustavy uloZzené ve sloupcich jsou koeficienty
pred stejnou nezndmou v jednotlivych rovnicich.

T To . Tn
a1 ai2 e A1n
A— a1 a2 e agn
am1 Am2 ... OGmn

Definice 4.5.1. Necht’ A je matice typu m X n a x je vektor z R™. Homogenni
soustavou m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych budeme rozumét rov-
nici Ax = 6, kde 0 je nulovy vektor. Matice A se nazyva matice soustavy a vektor
X nazyvame resenim soustavy. Hodnosti matice soustavy budeme rozumét hodnost
matice A. MnoZinu vSech feSeni oznatime W 4.

Véta 4.5.2 (Pocet parametrti k vyjadieni feSeni). Jestlie Ax = 0 je homogenni sou-
stava m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych a hodnost soustavy je h, pak
v§echna FeSeni této soustavy mitZeme zapsat pomoci n — h parametrit.

Pokud bude platit, Ze n = h, tj. kdyZ hodnost soustavy bude n, pak mnozina W4
je jednoprvkova mnozina obsahujici tzv. trividlni Fesent. Trividlni feSenf je feSeni, kde
vSechny nezndmé jsou nulové. Tuto tivahu miZeme zformulovat do nasledujici véty.

Véta 4.5.3 (Existence trividlniho feSeni). Necht’ A je Ctvercovd matice ¥ddu n. Pak
homogenni soustava Ax = 0 md pouze trividlni FeSeni prdvé tehdy, kdyZ det A # 0.

Z toho, co pravé bylo napsano, plyne, Ze homogenni soustava linedrnich algebraic-
kych rovnic je vZdy FeSitelnd.

Pripomenme jesté nékteré vlastnosti homogenni soustavy linedrnich algebraickych
rovnic.

Definice 4.5.4. Necht' A je matice typu m X n a B je matice typu k X n. Pak
homogenni soustavy Ax = 6 a Bx = 6 se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji stejné
mnoziny feSeni W, = Wp.



4.5. SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

159

Véta 4.5.5 (Postacujici podminka ekvivalence soustav rovnic). Necht’ A je matice typu
m X n a B je matice typu k X n, kterd vznikne z matice A pomoci tiprav na Fddky
neménicich hodnost matice. Pak plati, Ze homogenni soustavy Ax = 6 a Bx = 0 jsou
ekvivalentni.

PopiSeme zde metodu fesSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic, kterd se na-
zyva Gaussova eliminacni metoda. Jeji myslenka zaloZend na pravé uvedenych vlast-
nostech je velice jednoduchd. Matici soustavy upravime postupné na matici v Gaus-
sove tvaru, aniZ bychom pritom zménili hodnost matice. Nové vznikla soustava s matic{
v Gaussové tvaru mé podle pravé uvedené vlastnosti stejnou mnoZinu feseni, protoZe
matice soustavy v Gaussové tvaru je ekvivalentni s pivodni soustavou.

Z kapitoly o maticich vime, jaké dpravy miizeme pouZivat, aniz by se zménila
hodnost matice. Radgji si je ale pfipomenime.

Véta 4.5.6 (Vlastnosti hodnosti matice). Hodnost matice A se nezméni, jestliZe v ma-
tici A:

1. vyndsobime néjaky rddek (sloupec) nenulovym &islem,

2. pFi¢teme-li b-ndsobek néjakého rFdadku (sloupce) k jinému vddku (sloupci), je-li

b#0,
3. zaménime-li pofadi dvou Fddkii (sloupcir),

4. vynechdme-liFddek (sloupec), ktery je linedrni kombinaci ostatnich rddkii (sloup-
Cit)’

5. vynechdme-li nulovy vddek (sloupec), pokud to neni jediny fddek (sloupec) ma-
tice.

Upravy neménici hodnost matice miizeme provadét jak na fadky, tak na sloupce
matice. Pokud ovSem pracujeme s matici soustavy, je doporuceno radéji provadet
pouze operace na radky. Operace na sloupce (napf. prehozeni sloupcli) je mozné
provadét, ale je nutno si pak pamatovat, k jaké neznamé patii prvky ve sloupcich
takto upravené matice soustavy.

Homogenni soustavu linedrnich rovnic s matici soustavy v Gaussové tvaru pak
vyfesime jiZ velice jednoduse tzv. zpétnym chodem. Tuto soustavu budeme fesit od po-
sledni rovnice k prvni. Z posledni rovnice vyjddifime posledni nezndmou, tu dosadime
do predposledni rovnice a z té pak vyjadiime predposledni nezndmou atd. UkaZme tuto
metodu na nasledujicich ptikladech.

4.46. Naleznéte vSechna feSeni soustavy

201+ 2w —w3 + 14 =
4x1 4+ 329 — 23 + 224 =
8x1 + by — 3x3 + 4wy
3x1 4+ 39 — 223+ 224 =

o o o o

ReSeni: ZapiSeme matici soustavy, a aniZ bychom zmeénili jeji hodnost, prevedeme ji
na matici, kterd je horni trojihelnikova. Postupovat budeme pomoci tprav na fadky
naznacenych za matici.

2 2 -1 1 —2 -4 -3 2 2 -1 1

4 3 —1 2 3+ 0 -1 1 0 _3
8 5 —3 4 + “lo -3 1 o J+ ~
33 -2 2/ ]-2 + 0 0 -1 1

Priklad 4.46
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Priklad 4.47

2 2 -1 1 2 2 -1 1
0 -1 1 0 0o -1 1 0
0 0 -2 0 0 0 -2 0
0 0 -1 1/ |-(-2) 0 0 0 -2
Hodnost soustavy je 4, pocet nezndmych je 4. Matice soustavy je reguldrni a zadana
0
soustava ma pouze trividlni feSeni x = 0
0

4.47. Naleznéte vSechna feSeni soustavy

3r1 +4x9 — bxg + Ty =
2z1 — 322 + 3x3 — 224
4y + 11 — 1323 + 1624
Trx1 —2x92 + a3+ 314 =

o o o o

Reseni: Koeficienty rovnic pfed nezndmymi zapiSeme do matice a Gpravami naznace-
nymi za matici, které nemén{ jeji hodnost, ji pfevedeme na matici v Gaussove tvaru.

3 4 -5 7 -2 -4 -7 3 4 -5 7
2 -3 3 -2 |~(3)3+ N 0o —-17 19 - 20
4 11 —13 16 | - (3) + 0 17 —19 20
7T =2 1 3 | - (3) + 0 —34 38 —40

V této matici je treti fddek minus jednondsobek druhého faddku a ¢tvrty fadek je dvojna-
sobek druhého fadku. Matici soustavy miZeme naznaCenymi Gpravami prevést na ma-
tici s pouze dvéma nenulovymi radky.

3 4 -5 7 3 4 -5 7
0 —17 19 —20 1 42 0 —17 19 —20
0 17 —19 20 ;:]+ “lo o 0 0
0 —34 38 —40 + 0 0 0 0

Hodnost této matice je 2, poCet nezndmych je 4. Z uvedenych vlastnosti soustav ho-
mogennich linedrnich rovnic plyne, Ze zadana soustava ma nekone¢né¢ mnoho feSent,
které miZzeme vyjadfit pomoci 4 — 2 = 2 parametrd. Zvolme naptiklad x3 =t € Ra
z4 = s € R. Ekvivalentni soustava rovnic je

3x1 +4xo — bxg + Txy
—17x9 4+ 1923 — 2024 =

Z druhé rovnice vyjadifme o = 122205 7a nezndmé 1, z; a w3 dosadime parametry
do prvni rovnice této soustavy a dostaneme rovnici

19 — 20
MHA—T75—M+R - o

Jeji feSeni je x1 = % Nekonecné mnoho feseni dané soustavy linedrnich rovnic

oy 3— _ T
miZeme tedy zapsat ve tvaru X = (‘“1—%35, lgtl—fos,t,s) ,kdet e RaseR.

V tomto piikladu jsme k vyjadieni nekone¢né mnoha feseni potiebovali dva para-
metry. My jsme zvolili tfeti a ctvrtou slozku feSeni libovolné (parametry) a prvni dvé
sloZky TeSeni jsme pomoci téchto slozek dopoditali. Jako redlné parametry jsme ale
mohli volit jakékoli dvé sloZky feSeni. V ndsledujicim piikladé uvidime, Ze tomu tak
nemusi byt vzdy.
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4.48. Naleznéte vsechna feSeni soustavy

4x1 + dxro + 63 — 204 + Txs =
2x1 + 229 + 3x3 — x4 + 425
6x1 + 7Txo + 923 — 3x4 + D25
6x1 + 522 + 923 —3x4 + 25 =

o o o o

Regeni: Nejdiive se zamyslime nad zadanou soustavou rovnic. Jedn4 se o soustavu &ty
rovnic s péti nezndamymi. Matice soustavy je typu 4 x 5. Jeji hodnost je maximalné
4, to je méné nez pocet nezndmych. Jiz ze zadani plyne, Ze tato soustava rovnic bude
mit nekone¢né mnoho feseni. Musime zjistit, kolik parametrti potfebujeme pro vyjad-
feni nekone¢né mnoha feSeni a pomoci téchto parametri tato feSeni vyjadrit. Upravime
matici soustavy na matici v Gaussove tvaru.

4 5 6 -2 7 jj 2 2 3 -1 4
2 2 3 -1 4 |45 6 =27 N
6 79 -3 5 6 79 -3 5
6 5 9 -3 1 6 5 9 -3 1
2 2 3 -1 4 2 2 3 -1 4
0 1 0 0 -1 -1 -1 01 0 O -1
0 1 0 0 -7 J+ 0 00 O —6
0 -1 0 0 —11 + 0 00 O —-12
Pozor! Tato matice jesté neni v Gaussové tvaru.
2 2 3 -1 4 2 2 3 -1 4
010 O -1 010 O -1
00 0 O -6 -2 000 O —6
00 0 O —12 J+ 000 O 0

Hodnost matice soustavy je tfi. PoCet parametrd, pomoci kterych vyjadiime nekonecné
mnoho feSeni zadané soustavy rovnic, je n — h = 5 — 3 = 2. Ekvivalentn{ soustava
rovnic je

4x1 + bxo + 613 — 214 + T3
T2 — Iy =

*61‘5 =

V této soustavé rovnic ale nemtizeme polozit jakoukoli slozku feSeni rovnu libovolnému
redlnému parametru. Z posledni rovnice této soustavy rovnic plyne, Zze x5 = 0. Patou
slozku feSeni tedy nemiiZzeme volit jako libovolny redlny parametr. Ze druhé rovnice
vidime, Ze pokud hodnotu x5 = 0 dosadime do druhé rovnice, dostaneme, Ze i z2 = 0.
Ani tuto slozku tedy nemtizeme zvolit jako libovolny redlny parametr. Pokud ale tfeti
a Ctvrtou slozku feSeni zvolime jako libovolné parametry, x4 = ¢, z3 = s, s,t € R,
z prvni rovnice ekvivalentni soustavy rovnic vyjadiime prvni sloZku feSeni x; pomoci
téchto parametrd.

41 +5-0+65s—2t+7-0 = O
_ —6s+2t
I = 74
. —3s+t
r, = D) .

« v ¥ R s T
Vsech nekone¢né€ mnoho FeSeni feSeni miZeme zapsat ve tvaru ( 3;“ ,0,8,1t, 0) .

Priklad 4.48
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Uvédomte si, Ze pokud napiiklad soustava Ctyf rovnic pro pét nezndmych mé neko-
necné mnoho feseni, pak to neznamend, Ze libovolna pétice redlnych cisel je feSenim
této soustavy rovnic. V nasem prikladé jsme mohli jako libovolna redlnd ¢isla volit
treti a Ctvrtou nezndmou x4 = t, x3 = s, kde s,t € R. Prvni nezndma4 jizZ ale byla
pevné ddna v zdvislosti na tieti a ¢tvrté nezndmé.

4.5.2 Nehomogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic

Nehomogenni soustavou m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych budeme
rozumét soustavu

annx1+apre+---+ar, = b
a2121 + agex2 + -+ agpxr, = b
Am1T1 + AmaXs + -+ + AmnTn = bm;

kde se Cisla a;; € R nazyvaji koeficienty soustavy.
Tato soustava nehomogennich linearnich rovnic miZeme byt zapsana jako mati-
covd rovnice

Ax = b,
x b
1 bl ail ai2 . QA1n
T2 2 a
21 a2 . as
kde x = . € R™", b = . cR™a A= "
T, b, Gm1 Am2 ... Qmn

je matice typu m X n.

Definice 4.5.7. Necht’ A je matice typu m X n a x je vektor z R"™. Nehomogenni
soustavou m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych budeme rozumeét rov-
nici Ax = b. Matice A se nazyva matice soustavy a vektor X nazyvame fesenim
soustavy. Vektor b se nazyva vektor pravych stran. Matice A’ = (A|b) se nazyva
rozSifend matice soustavy (k matici A je ptidan navic sloupec pravych stran b).
Hodnosti soustavy (h) budeme rozumét hodnost matice A, hodnosti rozSirené ma-
tice soustavy (h’) budeme rozumét hodnost matice A’. Soustava rovnic Ax = 6 se

nazyva homogenni soustava piislusnd soustavé Ax = b.

Véta 4.5.8 (Frobeniova véta o fesitelnosti nehomogenn{ soustavy linedrnich algebraic-
kych rovnic). Nehomogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic Ax = b, kde A
Jje matice typu m X n a x je vektor z R", je FeSitelnd prdavé tehdy, kdyZ hodnost soustavy
Jje rovna hodnosti rozsifené matice soustavy.

Neboli pokud h # h' soustava linedrnich algebraickych rovnic Ax = b nemd
FeSeni, pokud h = h' = n soustava linedrnich algebraickych rovnic Ax = b md prdvé
Jjedno FeSeni, pokud h = h'/ < n soustava linedrnich algebraickych rovnic Ax = b md
nekonecné mnoho ieseni a n — h je pocet parametrii potiebnych k vyjddreni nekonecné
mnoha FeSeni.

Disledkem uvedené vlastnosti je dvaha o feSitelnosti soustavy nehomogennich
rovnic se ¢tvercovou matici soustavy.

Véta 4.5.9 (Vztah determinantu ctvercové matice soustavy s poctem feseni soustavy ne-
homogennich linedrnich rovnic). Ctvercovd matice A md det A # 0 prdvé tehdy, kdy?
nehomogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic Ax = b md prdvé jedno FeSeni.
Ctvercovd matice A md det A = 0 prdvé tehdy, kdyZ nehomogenni soustava linedrnich
algebraickych rovnic Ax = b md bud’ nekoneéné mnoho feSeni, nebo soustava nemd
Fesent.
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Pro nalezeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic pouZijeme Gaussovu elimi-
naéni metodu aplikovanou tentokrat na rozsifenou matici soustavy. Neboli zapiSeme
matici soustavy a upravime ji pomoci uprav, které neméni hodnost matice na matici
v Gaussové tvaru. Porovndnim hodnosti matice soustavy a roz$firené matice soustavy
uréime, zda je soustava feSitelnd a pokud ano, zda existuje pravé jedno, ¢i nekonecné
mnoho feSeni. V piipadé, Ze je soustava feSitelnd, pfepiSeme ekvivalentni soustavu rov-
nic s matici soustavy v Gaussove tvaru a vyfesime ji zpé€tnym chodem. Opét z posledni
rovnice vyjadfime posledni nezndmou, tu dosadime do predposledni rovnice a z té vy-
jadiime pfedposledni nezndmou a takto pokraCujeme, aZ z prvni rovnice urc¢ime prvni
nezndmou. VSechny tfi pfipady, které mohou pfi feSeni nehomogenni soustavy rovnic
nastat, si nynf ukdZeme na nésledujicich pfikladech.

4.49. Naleznéte vSechna feSeni nehomogenni soustavy rovnic

T+ T2+ 3x3 — 224 + 35 =
2x1 + 2x0 +4x3 — x4 + 35 =
3x1 + 3x9 + dxr3 — 2204 + 35 =
2x1 + 220 + 8x3 — 3x4 + 925 =

N~ N =

Reseni: Z ptedchozich tvah plyne, Ze o fesitelnosti, pfipadné pottu feseni rozhodneme
podle hodnosti matice soustavy a hodnosti roz§ifené matice soustavy. Rozsifenou matici
soustavy budeme podle naznacenych tprav na fadky matice prevadét postupné do Gaus-
sova tvaru. Za¢neme budovanim nul v prvnim sloupci pod diagonélou.

113 -2 3 |1

2 2 4 —1 3 |2

335 —2 31 ~
2 2 8 —3 9 |2

11 3 -2 3 1

00 -2 3 =310

00 —4 4 —6 |—2

00 2 1 3 0

Doslo k vynulovéni i druhého sloupce pod diagondlou. Budeme pokracovat naznace-

nymi Upravami na druhy fadek.

co o~
co o~
o |
=~
_ oo |
w |
o w
ol o
)
L
[\
+ —_
¢

11 3 -2 3 1
00 -2 3 -3 0
0 0 O -2 0 -2
0 0 O 4 0 0

Zbyva vynulovat prvek ve ¢tvrtém fadku a ¢tvrtém sloupci. K poslednimu fadku pfi-
¢teme dvojndsobek tfettho fadku.

11 3 -2 3 1

00 -2 3 -3 0 N
0 0 O -2 0 -2 2

0 0 O 4 0 0 J+
11 3 -2 3 1

00 -2 3 -3 0

00 O -2 0 -2

00 O 0 0 —4

Priklad 4.49
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Vidime, Ze hodnost matice soustavy je h = 3 a hodnost rozsifené matice soustavy je
h' = 4. ProtoZe tyto dvé hodnosti jsou rizné, tato soustava linedrnich rovnic nemd
feSeni. Kdybychom si zapsali soustavu rovnic s touto upravenou matici soustavy, do-
staneme

T1 + 29+ 3x3 — 204 + 35 =

—2x34+3x4—3x5 = 0
72%4 = 72
0 = -4

Posledni rovnost této soustavy neplati, a tudiZ soustava nema feseni.

Podivejme se znovu na zadanou soustavu rovnic. Rovnou ze zaddn{ vidime, Ze tato
soustava nemuze mit pravé jedno feSeni. PoCet neznamych je 5, kdeZto hodnost matice
soustavy i hodnost roz§ifené matice soustavy mizZe byt maximalné 4. Z toho plyne, Ze
tato soustava bud’ nenf feSitelnd, nebo mé nekonecné mnoho feseni. V tomto pripadé
jsme vysettili, Ze plat{ prvni moZnost.

Priklad 4.50 4.50. Naleznéte viechna feSen{ soustavy

8xr1 + 629 + b3 +224 = 21

3x1+3x9+223+24 = 10
3rx1+5x2+ax3+2x4 = 15
Tx1 +4xo + dx3+ 224 = 18
4r1 + 229+ 323+ 24 = 8.

ReSeni: Stejné jako v predchozim piikladu nejprve zapiSeme rozsifenou matici soustavy
a zjistime hodnosti matice soustavy a rozsifené matice soustavy. ZapiSeme rozsifenou
matici soustavy a zacneme Upravami na prvni fadek.

8 6 5 2 |21
3 3 2 1 |10
3 5 1 1 |15 ~
7 4 5 2 |18
4 2 3 1 |8
8 6 5
0 6 1 4
0 22 -7 ~
0 —10 5
0 -8 4 +
8 6 5 2 21 21
0 6 1 2 17 17
0 0 —-32 —-16 —-16 |—16] |45 41 ~
0 0 40 32 152 152 <—*:|+
0 0 16 8 8 8 |3 +
8 6 5 2 21 3 6 5 9 91
0 6 1 2 17
0 6 1 2 17
0 0 —-32 —-16 |—16 ~
00 —-32 —-16 |—16
0 0 0 48 528 0 0 0 48 598
0 0 0 0 0

Ziskali jsme matici v Gaussove tvaru. Hodnost matice soustavy je 4, hodnost rozsifené
matice soustavy je také 4. ProtoZe se ob& hodnosti rovnaji, vime z Frobeniovy véty,
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Ze tato soustava linedrnich rovnic mé pravé jedno feSeni. K jeho vypoctu si prepiSeme
ekvivalentni soustavu s trojihelnikovou matici a vyfesime ji zpétnym chodem.

8xr1 + 629 +dbxr3+ 224 = 21
6xo +x3 +2x4 = 17

—32x3 — 164, = —16

48x4 = 528

Z poslednirovnice dostaneme, 7Ze x4 = % = 11. Tuto hodnotu dosadime za x4 do tfeti

rovnice a z té vyjadiime 3.

—3225 —16-11 = —16
—32x3 = 160
Tr3 = -5

Vypoctené hodnoty dosadime za x3 a x4 do druhé rovnice a vypocteme x2.

6xg —H5+2-11 = 17
6£C2 =0
Ty = 0

v 2

A nakonec zjist€né hodnoty dosadime za x2, x3 a x4 do prvni rovnice.

8r1 +6-04+5-(=5)+2-11 = 21
8Z1 = 24
r, = 3

Y PR R T
Zjistili jsme, Ze soustava linedrnich rovnic ma pravé jedno feSeni x = (3,0, —5,11)" .

Nez si ukdZeme dalsi priklad, uvedeme jesté jednu vlastnost feSeni nehomogennich
soustav linedarnich rovnic. Tu také k vyjadieni vSech feSen{ soustavy linedrnich rovnic
v dal$im ptikladé miZeme vyuZit.

Véta 4.5.10 (Tvar feSeni soustavy linearnich rovnic). Necht’ x € R" je libovolné Fe-
Seni soustavy linedrnich algebraickych rovnic Ax = b a vektor y je FeSeni homogenni
soustavy rovnic Ax = 0. Pak v§echna reseni soustavy Ax = b lze vyjddrit jako soucet
vektorit x +y.

Na dalsich dvou prikladech ukdZeme, jak vyjadrit nekone¢né mnoho feSeni neho-
mogenni soustavy rovnic dokonce dvojim zptsobem. Za¢neme jednoduchym ptikla-
dem.

4.51. Naleznéte vSechna feSeni soustavy Priklad 4.51

2r1 — x9 + T3 3
1 +z2+223 = 0
X1 — Ty = 2.

ReSeni: PrepiSme rozsifenou matici soustavy a uréeme hodnosti h a h/. Zatneme vy-
ménou prvniho a druhého fadku a nédsledné dpravami na prvni fddek matice, abychom
vynulovali prvni sloupec pod diagondlou.

2 -1 1 13 11 2 10 -2 -1
11 2 |0 SN 2 -1 1 3 :|+ ~
1 -1 0 |2 1 -1 0 |2 +

N2

Naznacenymi tipravami na druhy fadek dostaneme

1 1 2 0

1
0 -3 -3 |3 2 ~|0 =3 -3 |3
0 -2 -2 |2 |-3J+ 0 0 0 |0
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Dostali jsme h = h' = 2 a z toho plyne, Ze zadand soustava linedrnich rovnic ma
nekonecné mnoho feseni a k jeho vyjadieni potfebujeme n — h = 3 — 2 = 1 parametr.
PrepiSme ekvivalentni soustavu rovnic.

1+ z2+223 = 0

731‘2 — 31‘3 3

Tteti nezndmou zvolime libovolné jako redlny parametr z3 = ¢, € R.Ze druhé rovnice
pak v zavislosti na tomto parametru vyjadiime nezndmou zo.

319 —3t=3=—=a9=-1—1

Dosazenim do prvni rovnice dostaneme vyjddfenou nezndmou x; v zdvislosti na para-
metru.
$1+(*1*t>+2t:0:>l'1 =1-—t

Vektor feSenti, ktery popisuje nekone¢né mnoho feseni zadané soustavy rovnic je
x=01—-t-1-t,t)", teR.
Nekonecné mnoho feseni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic miZeme vyjadrit
i jako soucet jednoho konkrétniho feSeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic a
obecného feseni piislusné homogenni soustavy linedrnich rovnic vyjadfeného pomoci
parametru. Nalezneme nejprve konkrétni feSeni nehomogenni soustavy linedrnich rov-
nic, a to takové, Ze budeme volit 3 = 0. Ze druhé rovnice pak dostaneme nezndmou
To.
-390 —-3-0=3=a29=—-1

Dosazenim této vypoctené hodnoty do prvni rovnice vypocteme neznamou x1 .
21+ (-1)+2.0=0=2, =1

PR T . w1y . ‘
Vektor feSenf je tvaru x = (1,—1,0)" . Homogenni soustava pfislu$nd zadané nehomo-
genni soustavé je tvaru

x1+2x2+2x3 = 0

731‘2 — 31‘3 0

Pro nalezeni vSech nekone¢né mnoha fesSeni této soustavy linedrnich rovnic tfeti ne-
zndmou zvolime jako redlny parametr z3 = t,t € R. Pak ze druhé rovnice vyjadiime
neznamou .

312 —3-t=0= 29 = —t

Nakonec z prvni rovnice vyjadfime nezndmou z; .

1+ (-t)+2-t=0= 21 =—t
Vektor feSeni této soustavy rovnic je tvaruy = (—t, —t, t)T =t-(-1,-1, l)T. Vsech
nekone¢né mnoho feseni zadané nehomogenni soustavy rovnic pak miZzeme zapsat jako

soucet
x+y=(1,-1,00" +¢-(-1,-1,1)", kde t € R.

Uvédomte si, Ze oba vysledky jsou totoZné. Plati
(1,-1,0" +¢-(-1,-1, 1) =1 —t,—-1—t,)".

Nalezeni nekonecné mnoha feSeni soustavy nehomogennich linedrnich rovnic si
ukdZeme jesté na jednom, ne jiz tak trividlnim piiklade.
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4.52. Naleznéte vSechna feSeni soustavy rovnic

1+ 222+ 3r3 — 224 +25 = 4
3x1+6x2+5x3 —4xs+3x5 = 5

Ty + 2x9 +Txz —4dxy +25 = 11
2x1 +4x0 + 223 — 3wy +3x5 = 6.

P

Reseni: Ze zadani tlohy je opét ziejmé, Ze dand soustava linearnich rovnic nemiZe mit
prave jedno feSeni. Soustava md Ctyfi rovnice a pét neznamych. Matice soustavy je typu
4 x 5, roz$ifend matice soustavy je typu 4 x 6. Hodnosti obou matic mohou mit hodnotu
maximélné 4 a poCet nezndmych je 5. Z toho plyne, Ze tato soustava bud’ nem4 feSeni,
nebo ma nekone¢né mnoho feseni. Zjistéme hodnosti matice soustavy a roz$ifené mati-
ce soustavy. Zatneme nulovat prvni sloupec pod diagondlou podle naznacenych dprav
na fadky matice.

1 23 -2 1 |4 1 2 3 -2 1 |4
36 5 —4 3 |5 00 —4 2 0 |-7
1 2 7 —4 1 |11 “loo 4 -2 0 |7
2 4 2 -3 3 |6 00 —4 1 1 |—2

s vz

Je vidét, Ze druhy fadek nové vzniklé matice je (—1) ndsobek tfetiho fddku a mtiiZzeme
ho tedy vynechat. Vznikl4d matice jeS$té neni v Gaussové tvaru. Sectenim druhého a
trettho fadku dostaneme matici, kterd je jiz v Gaussové tvaru.

1 2 3 -2 1 4 123 -2 1 |4
00 4 -2 0 7 1 ~|10 0 4 =2 0 |7
00 -4 1 1 (=2 J+ 0 00 —1 1 |5

Hodnost matice soustavy je h = 3, hodnost roz§ifené matice soustavy je také b’ = 3.
Protoze h = h' = 3 < n = 5, md podle Frobeniovy véty tato soustava nekone¢né
mnoho feseni. K jeho vyjadieni budeme potiebovatn — h = 5 — 3 = 2 parametry. Na-
ucime se vyjadfovat vSech nekone¢né mnoho feSeni soustavy linedrnich rovnic dvojim
zpusobem. ZapiSeme ekvivalentni soustavu linedrnich rovnic

1+ 220 +3x3 — 204 +25 = 4
4.233 — 2$4 = 7
—r4+x5 = b.

K vyjadifeni nekonecné mnoha feSeni musime zvolit dva parametry a ostatni tfi ne-
znamé pomoci ekvivalentni soustavy rovnic dopocitat a vyjadrit pomoci téchto para-
metrd. Z posledni rovnice vidime, Ze v této soustavé rovnic nemuzeme zvolit jako li-
bovolné parametry nezndmé x5 a zdroven z4. Z predposledni rovnice je ziejmé, Ze ani
neznamé 3 a x4 nemizZeme volit zaroven jako parametry. V obou piipadech se soucet
jistych ndsobkli nezndmych musi rovnat konkrétni hodnot€. V pfipadé prvni rovnice
péti, v pfipadé druhé rovnice sedmi. Pokud budeme jako redlny parametr volit nezné-
mou x5, nezndmou x4 z posledni rovnice pomoci tohoto parametru vyjadiime. Dosa-
dime tento vztah do druhé rovnice a vyjadiime nezndmou x3 v zavislosti na zvoleném
parametru. Pokud do prvni rovnice dosadime za nezndmé x3,z4 a x5 vypoctené vztahy
a pokud nékterou z nezndmych x; nebo x5 zvolime jako druhy libovolny parametr, zby-
vajici neznamou z prvni rovnice vyjadiime v zavislosti na obou redlnych parametrech.
Zvolme napiiklad z5 =t ax9 = s,kde t, s € R. Ze tfeti rovnice dostaneme

—x4+t=5=x4=1-5.
Tento vztah dosadime do druhé rovnice a piSeme
dos —2(t—5) = 7
4oy —2t+10 = 7

r3 = —

>~ w
N =+

Priklad 4.52
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Vyjadiené nezndmé x5, x4 a x3 pomoci parametru ¢ a redlny parametr s za nezndmou
22 dosadime do prvni rovnice a vyjadiime nezndmou z .

3 t
$1+28+3<—1+§)—2(t—5)+t = 4
t

z1+2572+%72t+10+t = 4

9 3t
T 472S+Z*§+2t*107t

¢
= = _95— -
o 1 T3

Nekonecné mnoho feSeni zadané soustavy rovnic mizeme vyjadfit ve tvaru

T
15 t 3
=|l-———-25s—=,8,— + =, t — R.
X ( 1 s 2,3, 1 2,t 5,t) , t,s€

Ukazme si nyni dal$i zptsob vyjadfeni nekone¢né mnoha feseni. Nekone¢né mnoho fe-
Seni zadané soustavy linedrnich rovnic vyjadiime ve tvaru x+y, kde X je jedno konkrétni
feSeni nehomogenni soustavy rovnic a y je tvar nekone¢né mnoha feseni piislusné ho-
mogenni soustavy rovnic. Nejprve nalezneme x. Jak jsme jiZ vySetfili, soustava linear-
nich rovnic

T+ 2x9+3x3 — 224 +25 = 4
41‘3 — 21‘4 =
—x4+x5 = b

ma nekonecné mnoho feseni, kde druhou a patou slozku miizeme volit libovolné. My
hledame jedno konkrétni feseni, volme tedy x5 = 0 a zo = 0. Ze tieti rovnice do-
staneme —x4 + 0 = 5 = x4 = —5. Dosazenim téchto hodnot do druhé rovnice
dostaneme nezndmou x3.

3
dos =2 (=5) =T=> a3 =~

Nakonec z prvni rovnice vypocteme neznamou zj .

3 15
x1+2-0+3-(—Z)—Q-(—5)+0=4$3€1=—I

oy fow (15 3 T
MiiZzeme psat x = (77, 0,—%,-5, 0) .
Nyni vyjadiime nekonecné mnoho feseni piislusné homogenni soustavy rovnic. Ta je
tvaru

T, 4+ 2x9+3x3 —224+25 = 0
41‘3 - 21‘4 = 0
—r4+x5 = 0.

Z predeslého vime, Ze soustava ma nekone¢né€ mnoho feSeni a k jejimu vyjadieni bu-
deme potiebovat dva parametry. Volme x5 = t a zo = s,%,s € R. Ze tfeti rovnice
dostaneme —x4 +t = 0 = x4 = t. Dosazenim do druhé rovnice vyjadiime nezna-
mou 3.

2t t
g —2-t=0=a3="—" = =
X3 I3 1 2

Nakonec nezndmou z; vyjadiime z prvni rovnice.

t t
m1+2-s+3-§—2-t+t:0:>x1:—23—5
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Miizeme psity = (—2s — %, s, L., t)T. Uvédomme si, Ze plati
= 95— 1 tttT— totttT+(2 0,0,0)"
y - S 2,852, ) - 27 ,2, ) 5757 b )

11 r
t <5,0,5,1,1) +5-(-2,1,0,0,0)".

Vsech nekone¢né mnoho feSeni zadané nehomogenni soustavy rovnic mizeme psat
ve tvaru

T T
15 3 1 1
X+y:<_4705_15_550) +t(_§ao7§71)1) +s'<_2)1707070)Ta

kde t,s € R. Uvédomte si, Ze takto vyjadiené nekonecné mnoho feSeni je naprosto
shodné s vyjadfenym fesenim ziskanym prvnim zpisobem. Totiz plati

T
15 t 3t
(1255,5,14*5,155,15)

15 3 T 11 T
<_Z’0’Z’5’0> +t-<—,0,5,1,1) +5-(-2,1,0,0,0)".

[\

4.6 Dalsi metody reSeni nehomogennich soustav linear-
nich algebraickych rovnic

V této kapitole si ukdZeme nékteré z dalSich metod feSeni nehomogennich soustav line-
arnich algebraickych rovnic, ve kterych bude matice soustavy reguldrni matice. NeZ si
tyto metody predstavime, zaneme s motivacnimi dvahami.

Motivaéni tivaha I.

Moes oo

Me¢jme dilnu vyrabéjici dva druhy vyrobku. Oznacme je A a B. V nasledujici tabulce
jsou uvedeny ceny prace a materidlu (uvedené v K¢) potiebné ke zhotoveni jednoho
vyrobku kazdého z druht.

ceny na jeden vyrobek

druh vyrobku | cena prace | cena materialu
A 30 20
B 40 30

Maime k dispozici 3 000 K¢ tydné na vyrobu obou druhi vyrobku. V nésledujici tabulce
jsou uvedenarozvrZeni této celkové sumy mezi praci a materidl pro nésledujici tfi tydny.

financ¢ni prostiedky v jednotlivych tydnech

prvni tyden | druhy tyden | treti tyden
price 1800 1750 1720
materidl 1200 1250 1280

Nasim dkolem je zjistit, kolik kusti kazdého z druht vyrobku mtizeme v kazdém tydnu
vyrobit. KdyZ se zamyslime, zjistime, Ze nas problém se da pievést na problém vyfe-
Seni ti{ soustav linedrnich rovnic. Oznacime z; pocet vyrobkd typu A, ktery je potieba
vyrobit v jednotlivych tydnech a x5 pocet vyrobkl typu B, ktery je potieba vyrobit
v jednotlivych tydnech. Porovndme-li cenu préce, kterou mdme v diln€ na oba druhy
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vyrobki, dostaneme prvni rovnici. Druhou rovnici odvodime porovnanim cen za mate-
ridl, ktery je v dilné k dispozici na vyrobu x; a x5 kusd vyrobki. Pak urcit tyto neznamé
pro prvni tyden znamend vyfesit soustavu rovnic

p: 3021 + 4022 = 1800
m : 20z1 + 3022 = 1200.

Pro druhy a tfeti tyden dostaneme soustavy rovnic

p:30z; + 40z = 1750 p:30z; + 40z = 1720
m : 20z; 4 3022 = 1250 m : 20x1 + 3022 = 1280.

Nas problém jsme pifevedli na problém vyfeSeni ti{ soustav rovnic, ve kterych mati-
ce soustavy je stejnd a ménf se pouze prava strana. V Gaussové eliminaci, kterou jiz
umime pouZzit k feSeni soustavy rovnic, pracujeme s rozsifenou matici soustavy. A ta je
ve vSech tfech ptipadech pro jednotlivé tydny riiznd. V této kapitole si ukaZeme metody,
ve kterych tuto vlastnost vyuZijeme. Provedeme vypocty s matici soustavy, kterd je pro
vSechny tfi soustavy stejnd, a pak tuto upravenou matici pouZijeme k nalezeni feseni
jednotlivych soustav s riznymi pravymi stranami.

Motivacni uvaha II.

Miéme za tikol ptipravit jidlo ze tf zdkladnich potravin, oznacme je A,B.C. Toto jidlo
musi obsahovat pfesné dany pocet jednotek ti latek, a to vapniku, Zeleza a vitaminu A.
Konkrétné musi obsahovat presné 340 jednotek vapniku, 180 jednotek Zeleza a 220 jed-
notek vitaminu A. V ndsledujici tabulce je uveden pocet jednotek kazdé z latek na jeden
dekagram kazdé z potravin.

pocet jednotek v jednom dkg

potravina A | potravina B | potravina C
vapnik 30 10 20
Zelezo 10 10 20
vitamin A 10 30 20

Mame za kol zjistit kolik dekagrami potraviny B musi byt pfi pfipravé jidla uZito, aby
presné vyhovovalo pozadavku na presnou davku vépniku, Zeleza a vitaminu A v jidle.

OznaCme 7 mnozstvi dekagrami potraviny A, zo mnoZstvi dekagrami potra-
viny B a z; mnoZstvi dekagrami potraviny C potiebnd ke zhotoveni jidla s danymi ob-
sahy vépniku, Zeleza a vitaminu A. Porovnanim celkového mnozZstvi vdpniku nutného
v jidle a mnozstvi obsazeného ve trech druzich potravin A, B, C dostaneme rovnost

30x1 + 10xo + 20x3 = 340.

Porovnanim pfedepsaného mnoZstvi Zeleza a mnozstvi v jednotlivych potravindich mame
10z1 4 1024 + 20z3 = 180 a pro vitamin A plati vztah 10z + 30z2 + 2023 = 220.
Dostavame soustavu tf{ rovnic pro tfi nezndmé.

30z1 4 1029 + 2023 = 340
1021 4+ 1022 + 20z3 = 180
10z1 + 3022 + 20z3 = 220

Nasim ukolem je zjistit zo. Umime tuto soustavu rovnic vyfesit pomoci Gaussovy eli-
mina¢ni metody a vypocitat vSechny tfi nezndmé x1, xo a x3. V této podkapitole se
dozvime, Ze existuje metoda, pomoci niZ mizeme z této soustavy rovnic vypocitat jen
neznamou zs. V této metod€ vyuZijeme determinantd.

Uvedeme dalsi ¢tyfi metody k feSeni soustavy rovnic, které mohou byt v jistych si-
tuacich (jako naptiklad v naznacenych motivacnich dvahich) vyhodné€jsi nez Gaussova

eliminacni metoda.
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Jordanova elimina¢ni metoda

Jordanova eliminacni metoda ma podobnou ideu jako Gaussova eliminaéni metoda. V
Jordanové metodé nepievedeme matici soustavy na horni trojihelnikovou matici (pied-
pokladdme regularitu matice soustavy), ale pfimo na diagondlni matici. Neboli vynulu-
jeme prvky i v hornim trojihelniku matice soustavy. (Takto jsme jiZ postupovali, kdyz
jsme se ucili hledat inverzni matici pomoci eliminace.) Soustava rovnic s diagondlni
matici soustavy je pak jesté jednoduseji reSitelnd. UkaZme si vSe na prikladé.

4.53. Jordanovou metodou naleznéte vSechna feSeni soustavy
2x1 + 320 + 11z3 + Sy = 2
1+ 29+ dxg + 24 =1
21‘1 + 22 + 31‘3 + 21‘4 -3
1+ To + 3I3 + 41‘4 =-3.

ReSeni: ZapiSeme rozsifenou matici soustavy a matici soustavy postupné pievedeme na
diagonalni tvar pomoci Uprav naznacenych za matici. Zatneme piehozenim prvniho a
druhého fadku.

2311523 11 5 2 |1
11 5 2 |1 2 3 11 5 |2
21 3 2 [-3 “12 1 3 2 |-3] ~
1 1 3 4 |—3 11 3 4 |-3

V dal§im kroku podle naznacenych tprav na prvni fddek vynulujeme prvni sloupec pod
diagondlou.

11 5 2 |1 2 q-2 4-1 11 5 2 1
2 3 11 5 |2 J+ 0 1 1 1 0
2 1 3 2 |-3 + “lo -1 -7 -2 |-5
11 3 4 |-3 0 0 -2 2 |—-4

Pokracujeme v nulovéni prvka v druhém sloupci pod diagondlou podle naznacenych
uprav na druhy fadek.

1 1 5 2 1 11 5 2 1
0 1 1 1 0 1 01 1 1 0
0 -1 -7 -2 |-5 J+ “lo o -6 -1 |-5
0o 0 -2 2 —4 00 —2 2 —4

Zbyva vynulovat prvek ve Ctvrtém fadku a tfetim sloupci podle naznalené upravy
na tfeti fadek.

11 5 2 1 11 5 2 1
01 1 1 0 01 1 1 0
00 -6 —1 |—5 1 00 —6 —1 -5
00 —2 2 |[—4 |.f33+ 00 0 -7 1|7

Nyni vidime, Ze hodnost matice soustavy je h = 4 a hodnost matice soustavy je h’ = 4.
ProtoZe se obé hodnosti rovnaji, vime, Ze zadana soustava linedarnich rovnic ma praveé
jedno feSeni. V Gaussové elimina¢ni metodé bychom nyni s tdpravou rozsifené ma-
tice soustavy skoncili a zapsali bychom ekvivalentni soustavu linedrnich rovnic a tu
zpétnym chodem (od posledni rovnice k prvni) vyfeSili. V Jordanové metodé budeme
s Upravou rozsifené matice soustavy pokracovat. A zatneme naznaCenym zpisobem,
v rdmci zjednoduSeni vydélime posledni fddek —7. Pokracujeme v nulovani prvku nad
diagondlou. Zatneme nulovanim posledniho sloupce nad diagonanou. Upravy déldame
viéi poslednimu sloupci.

11 5 2 1 11 5 2 1
01 1 1 0 01 1 1 0
00 -6 —1 |-5 “lo 0o -6 -1 |—5
oo o -7 |7)/)] -1 00 0 1 |-1

Priklad 4.53
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Priklad 4.54

Pokracujeme v nulovani prvku nad diagonalou. Za¢neme nulovanim posledniho sloupce
nad diagondlou. Upravy délame vici poslednimu sloupci.

11 5 2 1 + 1
01 1 1 0 j + 0
0 0 -6 -1 |-=5 + 0
0 0 O 1 —1 i 1 d-1 J-2 0
Pokracujeme nulovanim prvkd ve tietim sloupci nad diagonédlou pomoci naznacenych

uprav na druhy fadek.
3 | -6 +—+ 6 6 0 0 |—12
1 | -6 10 6 0 0 0
5 0 0 6 0 | —6
0 0 1

0 -1

3
1
-6
-1

-6
0

OO = =
[
_o oo

—_
_ o O O
(.
i =2)

Zbyvé vynulovat prvek ve druhém sloupci a prvnim fddku pomoci naznacené Upravy
na druhy fadek.

6 6 0 0 |—12 j+ 6 0 0 0 |—12
06 0 0] 0 -1 06 0 010
00 -6 0 | —6 “lo 0 -6 0 | -6
00 0 1 |-1 00 0 1 |—-1

Matici soustavy jsme upravili na diagondlni matici a ekvivalentni soustava linedrnich
rovnic bude velmi lehce feSitelna.

6r; = -—12
6y = 0
—6x3 = —6
ry = -1

Z této soustavy okamzité dostdvame feSeni x = (—2,0,1. — 1).

Vypocet FeSeni soustavy rovnic pomoci inverzni matice

Dals$i metoda, kterou lze feSit soustavu linedrnich rovnic s reguldrni matici soustavy, je
metoda pomoci inverzni matice. Tato metoda je vlastné feSeni maticové rovnice. Sou-
stavu rovnic zapiSeme v maticovém tvaru Ax = b a tuto maticovou rovnici vyfesime.

A7 Ax=Db
A 'Ax = A"1p
Ix=A"'b
x=A"'b

V této metod¢ nalezneme inverzni matici k matici soustavy a v naznaeném poradi
ji vyndsobime vektorem pravych stran. UkaZme pouZiti této metody v nasledujicim
ptikladu.

4.54. Pomoci inverzni matice k matici soustavy naleznéte vSechna feseni nasledujici
soustavy linedrnich rovnic

201 —x0 +3x3 =3
31 +x9 —bx3 =0
4x1 — 2o+ 23 = 3.
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2 -1 3
Reseni: K matici soustavy | 3 1 —5 | nejprve nalezneme inverzni matici. Jiz
4 -1 1

jsme se nau€ili dvé metody pro nalezen{ inverzni matice. Jedna vyuZziva determinantt
(pomoci adjungované matice) a druhd je zaloZena na myslence zachytit v§echny tpravy
dané matice v pfevodu na jednotkovou matici. V této metodé si za ¢arou k dané matici
zapiSeme jednotkovou matici a pomoci dovolenych tprav pouze na fadky této prodlou-
Zené matice postupné ziskdme pred carou jednotkovou matici. Matice vznikla za ¢arou
je inverzni matice k zadané matici. Tuto metodu pouZijeme nyni k nalezeni inverzni
matice k matici soustavy.

2 -1 3 1 0 O -3 -2

3 1 -5 0 1 0 \~23+ ~
4 -1 1 0 0 1 +

2 -1 3 1 0 0

0 5 -19 (-3 2 0

0 1 -5 -2 0 1

Nejprve prehodime druhy a treti fadek a dale nulujeme druhy sloupec pod diagondlou

podle naznaCenych tdprav na druhy fadek.

2 1 3 1 0 0 2 1 3 1 00

0 5 -19 (=3 2 0 jj ~10 1 -5 -2 01 ~
0 1 -5 -2 01 0 5 -19 |-3 2 0

2 1 3 1 00 2 -1 3 1 0 0

0 1 -5 -2 01 -5 ~ (0 1 -5 -2 0 1

0 5 -19 |-3 2 0 J+ 0 O 6 7T 2 =5

Vznikld matice pted Carou je horni trojihelnikova. Déle budeme nulovat prvky v hornim
trojuhelniku. Za¢neme nulovanim tfettho sloupce nad diagondlou podle naznacenych
dprav na tieti fadek.

2 -1 3 1 0 0 2
0 1 =5 =20 1 | |6+ ~
0 0 6 7 2 -5 j5 N

-4 2 0|5 2 -5

0 6 0 [23 10 —19

0 06 |7 2 =5

Nyni k ziskdni diagondlni matice pfed Carou staci jen secist minus trojndsobek prvniho
fadku a druhy fadek.

-4.2 0 |5 2 =5\ | -3 12 00 |8 4 -4
0 6 0 [23 10 —19 ~(0 6 0 |23 10 —19
0 06 |7 2 =5 006 |7 2 =5
12 0 0 |8 4 -4\ |3 100 |5 &5 T
0 6 0 232 10 —19] | ~]0 1 0 |2 10 =19
006 |7 2 =5) |5 o001 | 2 2

Po zkraceni ti{ zlomkd v prvnim fadku dostaneme inverzni matici k matici soustavy

R AT
ATl =2 Q2 =B =—.| 23 10 —19

7 2 =5 6

§ 6 T2 5
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Reseni zadané soustavy rovnic dostaneme jiZ jen vyndsobenim inverzni matice a vek-
toru pravych stran A ~'b v tomto poradi.

L[4 2 2 3 L[ 6 1
(23 10 —19 | [o)=2(12]=]2
6\ 7 2 _5 3 6\ 6 1

. S DB o T .
Zadand soustava linedrnich rovnic md pravé jedno feSeni x = (1,2,1)" , coZ lze jedno-
duse ovéfit zkouskou.

Tato metoda pro feSeni soustavy linedrnich rovnic s reguldrni matici soustavy je
vyuZivdna i v input-output analyze v dal$i kapitole. Metoda je také vhodnd k feSeni
soustav rovnic, které byly naznaCeny v motivacni ivaze L. Tedy v situaci, kdy mame fe-
Sit vice soustav rovnic se stejnou matici soustavy a riznymi pravymi stranami. VyfeSme
touto metodou tlohu z motivacni dlohy I. V této dloze jsme zadanou tlohu pievedli na
problém vyfeSen{ tif soustav linedrnich rovnic.

30z + 4029 = 1 800
2021 + 30z2 = 1200

30z + 40z = 1750
20x1 + 3022 = 1250

301 + 40292 = 1720
20z1 + 3022 = 1280

Kazda ze soustav linedrnich rovnic byla sestavena pro tfi pracovni tydny. Prvni rovnice
v soustavach popisuji cenu prace, druhé cenu materidlu. VSechny tfi soustavy majf stej-
nou matici soustavy a li§i se pouze pravymi stranami. Nezndma x; je pocet vyrobki
typu A, ktery je potieba vyrobit v jednotlivych tydnech a x5 pocet vyrobku typu B,
ktery je potfeba vyrobit v jednotlivych tydnech. Vyhoda této metody spocivé v tom, Ze
inverzni matici nalezneme jen jednu a feSeni jednotlivych soustav nalezneme vyndso-
benim pravych stran touto inverzni matici. Inverzni matici v tomto pfipadé nalezneme
pomoci adjungované matice. Pfipomeneme, 7e A~! = ﬁ(Adj A)T. Determinant
matice soustavy vypocteme kfiZovym pravidlem.

30 40
(20 30> =30-30—40-20 =100

Adjungovand matice ma tvar
. ((=1)2%-30 (=1)3-20\ 7 30 —40
AdJA_((1)3.4o (-1)*-30) ~\ -20 30 )"
Potom pro inverzni matici plati

1 1 [ 30 —40 0,3 —0,4
-1 _ : T _ - _ ) )
AT = G A A) 1oo<—20 30)<—0,2 0,3)'

Regeni prvni soustavy rovnic bude
T1 o\ 0,3 —0,4\ [ 1800
zz )\ —0,2 0,3 1200
_( 0,3-1800+ (—0,4)-1200
h -0,2-1800+ 0,3 -1200

(600).
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Pro druhou rovnici mame

e\ _ [ 0,3 —0,4\ [ 1750
)\ =02 0,3 1250
[ 0,3-1750+ (—0,4) - 1250
—\ -0,2-1750+0,3-1250

:<§).

Vyfesenim tieti soustavy dostaneme

v\ _( 03 —0,4Y (1720
z )\ -0,2 0,3 1280
[ 0,3-1720+ (—0,4) - 1280
- ~0,2-1720+0,3- 1280

:<£).

Dostali jsme, Ze v prvnim tydnu je nutno vyrobit 60 kust vyrobku typu A a Zadny
vyrobek typu B, ve druhém tydnu je tfeba vyrobit 25 kusi obou typd vyrobki a ve tietim
tydnu je tieba vyrobit 4 kusy vyrobkt typu A a 40 kusi vyrobkd druhu B.

Pti feSeni soustav linedrnich rovnic popisujicich néjakou redlnou situaci je tfeba mit
na mysli i jistd omezeni nezndmych souvisejici s redlnym problémem. V naSem
ptipadé se jednd o podminku, Ze nezndmé =, x2 € Np.

Metoda LU rozkladu

Dalsi metoda, kterd je vyhodnd v podobnych tilohdch jako predchozi metoda, se nazyva
metoda LU rozkladu.ldea metody vychdzi ze skuteCnosti, Ze feSit soustavu rovnic s troj-
thelnikovou matici je velmi jednoduché. Jednd se vlastné o zpétny chod v Gaussové
eliminacni metod€. Proto v této metodé matici soustavy rozloZime na soucin dvou troj-
tihelnikovych matic a nésledné fe§ime dvé soustavy s trojiihelnikovou matici. Re§ime-
li soustavu linedrnich rovnic Ax = b s reguldrni matici soustavy A, pak tuto matici
rozloZime na soucin dvou trojihelnikovych matic L a U, kde matice L je doln{ troji-
helnikova matice s jedni¢kami na diagondle a matice U je horni trojihelnikov4 matice.
Plati A = LU. Soustavu rovnic pak miZeme zapsat pomoci tohoto vztahu LUx = b.
Zavedeme substituci a poloZime y = Ux. Zadanou soustavu rovnic pak miiZeme za-
psat Ly = b. Toto je soustava s trojihelnikou matici soustavy a tedy jeji feSeni y
nalezneme velice rychle. Vypoctené y pak dosadime do substituce a feSime soustavu
rovnic Ux = y s trojihelnikovou matici soustavy, jejiZ feSeni je op€t velmi jednoduché.
UkaZme si opét tuto metodu na piikladu.

4.55. Pomoci metody LU rozkladu naleznéte vSechna feSeni soustavy linedrnich rovnic

31+ 2x9 +13 =5
2:L'1+3l‘2+l‘3:1
2:L'1+l‘2+3l‘3 =11.

Reseni: Nejprve nalezneme matice L a U. Dosadime do rovnosti A = L - U. Prvky
matice L oznalime [;; a prvky matice U oznalime u;;. Nékteré prvky téchto matic
méme dané z definice (trojuhelnikové matice maji jisté prvky nulové)

3 2 1 1 0 0 U111 U112 U13
2 3 1 = l21 1 0 . 0 U22 U223
2 13 Ia1 32 1 0 0  us3

Priklad 4.55
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Nyni rozndsobime matice na pravé strané

3 2 1 Ui Ui2 U13
2 3 1 | =1 uir-ln w12 - lo1 + U2z u13 - l21 + uas
2 13 Uit - lz1 w1z - l31 4+ U - 32 w1z - l31 + U3 - I3z + uss

Vime, Ze matice se rovnaji, pokud se rovnaji prvky na odpovidajicich mistech. Porov-
nanim prvki na stejnych mistech téchto dvou matic dostaneme nésledujici soustavu
rovnic. Mdme devét prvki, dostaneme devét rovnic.

Ui
U2 =

u1z3 =

ui1 - las
Utz - la1 + Uz
w1 - lor +ues =

ui -l =

Il
W = N =W NN =N W

l31 - u12 + ugo - I3o
u1g - l31 +ugz - l32 +uzz =

Vyfteseni této soustavy rovnic neni ptili§ ndro¢né. Prvnf tfi rovnice jsou vyfeSené. Kaz-
dou nésledujici rovnici feSime tak, Ze do ni dosazujeme postupné vse, co jsme jizZ zjistili.
Z prvni rovnice dosadime za u1; = 3 do ¢tvrté rovnice a vypocteme lo;. Dostdvame
lo1 = % Tuto hodnotu dosadime do paté rovnice a vypocteme uog

= u = u = —.
3 22 22 3

Ze Sesté rovnice dostaneme uso3, ugz = 1 — 1 - % — Uo3 = % Do sedmé rovnice
dosadime za uy; = 3 a vypocteme l31, 3l3; = 2 = l31 = % Prvek [32 vypolteme

z osmé rovnice, do které jsme dosadili jiZ vypoctené hodnoty 37 = %,ulg =2a
Uy = % vypocteme I3z, % -2 4 % gy =1 = 39 = f%. A konecné z posledni
rovnice vypoiteme ugs =3 —1-2 — 4 - (—1) = L.
1 0 0 3 2 1
Nasli jsme hledané matice L = % 0 ]aU = 0 % % . Nyni
2 1 12
3 -5 1 00 %
vyfesime soustavu Ly = b s vektorem neznamych y.
1 0 0 n 5
21 0] lwy =1
2 1 - 11
3 75 1 g3
Rozndsobenim dostaneme soustavu rovnic
y1=>5
2 +y2=1
3111 Y2 =
2 1
—y1 — —y2 +ys = 11.
3y1 52/2 Y3

Vyftesit tuto soustavu je jednoduché. Nezndmou y; z prvni rovnice dosadime do druhé
rovnice a vypocteme .

2 S5+ys =1
3 Y2 =

[SUAREN|

Y2 = —
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Vypoctenou hodnotu y» dosadime do tfeti rovnice a vypocteme ys.

2 1/ 7
—5——(——)+y3:11

3 ) 3
_ 36
Ys = 5
5
Méme y = —% . Nakonec ndm zbyva vyftesit soustavu Ux = y.
36
5
3 2 1 I 5
5 1 _ 7
03 3 T2 | =| ~3
12 . 36
0 0 ¥ 3 =
Soustava je tvaru
3x14+2x0 4+ 23 =5
L 1 7
—To+ -x3=—=
3727373
12 36
— X3 = —.
5 5

Vyfeseni této soustavy je opét velmi jednoduché. Tady postupujeme od tieti rovnice
k prvni a postupné dosazujeme vypoctené slozky feSeni do dalsi rovnice. Tak postupné
dostaneme z3 = 3, x5 = —2, 17 = 2. Hledany vektor feseni je x = (2, -2, 3)7.

V této metodé je nejobtiznéjiim krokem nalezeni matic L a U. ReSeni obou sou-
stav Ly = b a Ux =y je jiZ jednoduchd zéleZitost, protoZe obé matice soustavy jsou
trojihelnikové matice. Tuto metodu feSeni soustav linedrnich rovnic volime tedy prede-
v§im tehdy, kdyZ musime vyfeSit vice soustav rovnic, které se 1i$ pouze pravou stranou,
ale matice soustav jsou stejné. V takovém ptipadé€ se najdou matice L a U pouze jednou
a pro kazdou soustavu se pouze fesi soustavy Ly = b a Ux = y. Toto je prave situace
popsand v nasi prvni motivacni dloze. VyfeSme znovu nasi motivacni tlohu tentokrat
metodou LU rozkladu. Zadanou tdlohu jsme pievedli na problém vyfeSeni tii soustav
linedrnich rovnic.

30z1 + 4022 = 1800

201‘1 + 301‘2 =1200

30z; + 4029 = 1750
20x1 + 3022 = 1250

30z + 40z = 1720
20x1 + 3022 = 1280

40

20 30 ).Tuto matici rozlozime

Matice soustavy vSech tfi soustav rovnic je stejna (

na soucin dolnf a horn{ trojihelnikové matice.

(30 40)(1 0).<u11 u12)< U1y u1o )
20 30 lor 1 0 uae w11 - lo1 l21uie + uao
Porovnanim prvkil dostaneme soustavu rovnic

30 = u11

40 = uq9

20 = Ul - 121

30 = la1u12 + uga.
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Dosadime hodnotu w1 z prvni rovnice do tfeti a dostaneme 20 = 30 - lyy => l9; =
Hodnotu % dosadime za 57 do Ctvrté rovnice a mame 30 = %40 + Uy = U9 =
Nalezli jsme hledané matice.

1 0 30 40
L‘(% 1> U(o z—0>

Nyni budeme pro kazdou pravou stranu hledat fesSeni dvou soustav linedrnich rovnic s
trothelnikovou matici.

Z,
1d
0.

Ly=1b
L 0\ [y _ [ 1800
5 1 y2 )\ 1200

Tuto maticovou rovnici miiZeme rozepsat na soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.

IN]

y1 = 1800

2
Dozazenim hodnoty y; = 1800 do posledni rovnice dostaneme y2 = 0. Toto feSeni
dosadime jako pravou stranu soustavy rovnic.

Ur=y
(30 40).(551)_(1800)
0 )\ 0
Tuto maticovou rovnici rozepiSeme na nasledujici soustavu rovnic o dvou nezndmych.

30z1 + 4022 = 1800

—z2=0

372
Z posledni rovnice dostaneme z2 = 0. Dosazenim této hodnoty do predposledni rovni-
ce dostaneme 21 = 60.

Podobneé tak pro b = < 1750

1250 ) rozepiSeme maticovou rovnici Ly = b do tvaru

y1 = 1750

2
§y1 + y2 = 1250

Dosazenim za y; = 1750 do prvni rovnice vypocteme yo = %. Tyto hodnoty dosa-
dime do pravé strany maticové rovnice Ux = y a dostaneme soustavu rovnic

30z1 + 4029 = 1750

10 250
—Ty = —.
377773
Ze druhé rovnice této soustavy dostaneme x2 = 25. Dosazenim této hodnoty do prvni
rovnice vypocteme r; = 25.
1720

Pro posledni piipad, kdy prava strana je rovna b = < 1280

) , rozepiSeme mati-

covou rovnici s matici soustavy L do tvaru

2
§y1 + y2 = 1280.
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PRI, s bt < 21
ReSenim této soustavy rovnic je y; = 1720 a yp = %0 . Pro ziskani nezndmé ( . )
2

vyfesime soustavu rovnic

30z1 + 4029 = 1720
o, 00

—Iy =

3 3
Regenim této soustavy rovnic je o = 40 a z; = 4. Vysledky jsou samoziejmé stejné
jako pfi pouziti metody pomoci inverzni matice.
Cramerovo pravidlo

Dalsi metoda pro feSeni soustavy linedrnich rovnic reguldrni matici vyuZiva determi-
nantl a nazyva se Cramerovo pravidlo.

Véta 4.6.1 (Cramerovo pravidlo). Necht’ A je reguldrni matice ¥ddu n a Ax = b je

soustava linedrnich rovnic. Oznacme A;, i = 1,...,n matice, které vzniknou z matice
A nahrazenim i-tého sloupce vektorem pravych stran b. Pak pro kazdé i = 1,...,n
plati
det Az
YT et A

V Cramerové pravidle musime pro ziskan{ n sloZek vektoru feSeni spocitat n 4 1
determinantti. Proto nebudeme asi volit tuto metodu k vypoctu feseni velké soustavy
linearnich rovnic. Pokud nds ale bude zajimat jen nékolik malo sloZek vektoru feSent,
miZe byt vyhodna. Nebo ji zvolime k vypocCtu feSeni malé soustavy linedrnich rov-
nic (matice soustavy je typu 2 x 2 nebo 3 x 3), kde koeficienty soustavy nejsou celd
Cisla. V takovém piipade je totiZ jednodussi ndsobeni a sCitani (pouze tyto operace se
pouzivaji v jednoduchych pravidlech pro vypocet determinantt takového typu matic)
takovychto Cisel, neZ hleddni vhodné linedrni kombinace. UkazZme si pouZiti této me-
tody na nasledujicim pfikladu.

4.56. Pomoci Cramerova pravidla naleznéte vSechna feSeni soustavy linedrnich rovnic Priklad 4.56

31+ a9 +23 =4
1+ a2 +23=3
T + 2x9 + 3 = 4.
Reseni: Matice soustavy zadané soustavy rovnic je
3 1 1
1 1 1
1 2 1

Matice A; ,kde i = 1, 2, 3 vytvofime z matice soustavy tak, Ze postupné prvni, druhy a
nakonec tfeti sloupec zaménime za vektor pravych stran.

4 1 1 3 4 1 3 1 4
Ai=1[3 1 1 As=(1 3 1 As=1[(1 1 3
4 2 1 1 4 1 1 2 4

Determinanty téchto matic postupné spocteme Sarrusovym pravidlem.

3 1 1

detA=|1 1 1(=3-1-1+1-2-141-1-1-1-1-1-3-2-1—-1-1-1= -2
1 2 1
4 1 1

detA; =3 1 1|=4-1-143-2-1+4-1-1-4-1-1-4-2-1-3-1-1=-1
4 2 1
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3 41
detA3=|1 3 1|=3-3-1+1-4-1+41-4-1-1-3-1-3-4-1-1-4-1=-2

1 4 1

1 4
detA3=|1 1 3|=3-1-4+1-2-441-1-3-1-1-4-3-2.3—-1-1-4=-3

1 2 4

Podle Cramerova pravidla dostdvame

1 _ -2, -3 3
_72_27 .172—72—, 3 .

o T2 2

Vrat'me se nyni k motivaéni tdloze II na zalitku této podkapitoly. Uvahou jsme
dosli k tomu, Ze je nutno vyfesit soustavu linedrnich rovnic

30x1 + 10z + 2023 = 340
101‘1 + 101‘2 + 201‘3 =180
1021 + 30x2 4+ 2023 = 220.

Nasim dkolem bylo zjistit nezndmou x, ktera pfedstavovala mnozstvi dekagrami po-
traviny B obsazené v jidle pro dosaZeni spravného obsahu ti{ latek (vapniku, Zeleza a vi-
taminu A) v tomto jidle. K vyfeSeni této soustavy rovnic, a tedy zjiSténi nezndmé z,
muzeme pouzit jakékoli zde uvedené metody.

V metodich, jako je Gaussova eliminace, Gauss-Jordanova eliminace, metoda po-
moci inverzni matice, metoda L-U rozkladu, bychom vypocetli v§echny nezndmé. Po-
moci Cramerova pravidla v§ak mizeme vypocitat pfimo nezndmou zo. K tomu staci
vypocitat dva determinanty matice fadu 3.

Vypocteme determinant matice soustavy a determinant matice, ve které druhy
sloupec je vektor pravych stran. Obé matice jsou matice fadu tfi a jejich determinanty
miZeme spocitat Sarrusovym pravidlem. Dfive, neZ zaneme determinanty téchto matic
pocitat, si uvédomime, Ze miiZeme v obou maticich z kazdého fadku vytknout deset.

30 10 20 3 1 2
10 10 20 |=10-10-10-1 1 1 2
10 30 20 1 3 2

=1000-(3-1-2+1-3-24+1-2-1
~1-1-2-3-3.2-1-1-2)

= — 8000
30 340 20 3 34 2
10 180 20 |=10-10-10-{ 1 18 2
10 220 20 1 22 2

=1000-(3-18-2+1-22-2+34-2-1
—-1-18-2—-3-22-2—1-34-2)
= — 16000

Pak hledand nezndmd je ddna podilem o = =18009 — 2. 7Zjistili jsme, Ze druhé potra-

viny smi v jidle byt 2 dkg, aby byla dodrZena poZadovand mnoZstvi vapniku, Zeleza a
vitaminu A. Cramerovo pravidlo ndm umoznilo ze soustavy rovnic feSit pfimo nezné-
mou rsy.

Vsechny zde uvedené metody pro feSenf soustav linedrnich algebraickych rovnic
se nazyvaji metody primé. V téchto metodach se vypocte po provedeni jistého vypoctu
okamZit€ presné feSeni soustavy linedrnich rovnic. Na rozdil od téchto metod existuji
metody nepiimé, kde se k pfesnému feSeni opakovanymi vypoclty ,,postupné kraci®.
Latinsky se fekne kréacet iterare. Proto se témto metodam fika také metody iteracni.



4.7 Cviceni

Naleznéte vSechna feSeni nasledujicich soustav linedrnich rovnic.

4.7.1.
xr1 + 32+ 223 =0
201 —x9+3x3 =0
3x1 — dxo +4x3 =0
r1 + 1720 + 423 =0
4.7.2.

T1+ T2+ 23+ x4 =0

T1 + 229 +3x3 +4x4 =0
x1 + 3r9 + 623 + 1024 =0
x1 + 4o + 1023 + 2024 = 0

4.7.3.

T, — 2+ x3—T4+25=0
201+ 20 — 13+ 224 — 325 =0
3r1 — 209 — 23+ 24 — 225 =0
201 — dx0 +x3 — 214 4+ 225 =0

4.74.

1+ 29— 34 — 25 =0
Ty — o+ 2x3—x4 =0
4x1 — 229 4+ 623 + 324 — 425 =0
201 +4xo — 223 + 4y — Tx5 =0

4.7.5.

T, — 22+ x3+ x4 —25=0
201 +x9 —x3 — x4 + 5 =0
T1 4+ Txe — Brz — dxg + 525 =0

3r1 —x9 — 223+ x4 — 25 =0
4.7.6.

x1 + 2x9 +4x3 — 314 =0
3r1 + dxo + 623 — 41, =0
4r1 + 5o — 223+ 324 =0
3x1 + 8xs + 24x3 — 1924 =0

4.7.7.

S5x1 + 6x0 — 223 + Txy +4a5 =0
201 + 310 —x3 +4x4 + 225 =0
Tx1+ 920 — 3x3 + Sxg + 625 =0
5x1 + 920 — 3x3 + 4y + 625 =0

4.78.
3x1 +4xs + a3 + 224 + 325 =0
Sx1+ Txo + x3 + 314 + 425 =0
4x1 + 529 + 223 + x4 + 525 =0
Tx1+ 10xo 4+ 3 4+ 624 + 525 =0
4.79.
201 —4xo +bxr3+ 324 =0
3r1 — 6x9 +4x3 + 224 =0
4r1 — 8xrg + 1723+ 11wy =0
4.7.10.
T+ a2+ 24+ T4+ 25 =0
T, — To 4+ 2x3 — 224 + 325 =0
T+ To + 43 +4x4 + 925 =0
1 —To + 8xz — 8xy + 2725 =0
r1 + xo + 163 + 1624 + 81las = 0
4.7.11.
3r1 +4xo + a3 +2x4+3=0
31+ 5x2 +3r3+ 524 +6=0
621 +8x9+ 23+ 54 +8=0
31+ 529 +3x3+ Ty +8=0
4.7.12.
6x1 + dxo — 223 +4x4+4=0
911 —x9 +4x3 — x4 — 13 =0
3x1 +4x0+2x3 — 224 —1=0
3x1 — 929 + 224 — 11 =0
4.7.13.
201 + Txo +3x3+ 24 =6
3r1 + 5x9 + 223 + 224 =4
91 +4a0 + 23+ Ty =2

4.7.14.
3x1 — 29 + by +4xy =2
6x1 —4xo +4x3+ 324 =3
921 — 629 + 323 + 224 =4

4.7.15.
2x1 4+ bxo — 8rz3 =8
4x1 +3x9 — 923 =9
201+ 3x0 — D3 =17
Ty + 8xg — Txz = 12

4.7. CVICENI
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4.7.16.
3x1 + 229 + 223 + 2204 = 2
2x1 + 3x0 + 223 + Sy = 3
9r1 +x9 +4x3 — by =1
2x1 + 2x0 + 3x3 + 414 =5
Tx1+x9 +623 —24 =17

4.7.117.
T+ 229 +3x3 + x4 = 3
T1 + 4xo + Dxg + 224 = 2
221 + 922 +8x3+3x4 =7
3x1 + Txo + Txg + 2x4 = 12
5x1 + Txo + 923 + 224 = 20

4.7.18.
10x1 + 2322 + 17x3 + 4424 = 25
1521 + 3529 + 26x3 + 6924 = 40
25x1 + 5729 4+ 4223 + 10814 = 65
30x1 + 6922 + 51xs + 13324 = 95

4.7.19.
201 + 320+ 23+ 224 =4
dxy + 322+ 23+ 24 =5
5x1 + 1lag + 323 + 2004 = 2
21 +bxot+ a3 +24 =1

T1 —Tro —x3 +204 =7

4.7.20.
1225 — 1623 + 2524 = 29
27x1 + 24x9 — 32x3 + 4714 = 55
50x1 4+ 5lxo — 6823 + 9524 = 115
3lxy + 219 — 2823 + 4624 = 50

4.7.21.
21 + T2 — w3 — x4+ 15 =1
T —To+ T3+ 24— 225 =0
3x1 + 3x9 — 313 — 34 + 415 =2
4x1 + 5x9 — bx3 — by + Tws =3

4.7.22.
xr1 — 29+ x3 +14=1
T, —2x9 + 13 — 14 = —1
x4 —2r9+2x3+514 =05

4.7.23.

T1 4+ 229 +3x3 +4x4 =5
201+ 20 + 223+ 324 =1
314+ 220 + 23+ 224 =1
41 + 329 + 223 + x4 = —H

4.7.24.

21‘17$2+3$3+2l‘4:4
3z, + 3x9 + 323 + 224 =6
3r1 —x9 —x3+2x4 =06

3r1 —x9+3x3 — 14 =06

4.7.25.

201+ a0 —x3+ x4 =1
3x1 — 229 + 223 — 314 = 2
5T1 + a9 — 13+ 224 = —1

239171‘24’1‘3731‘4:4

4.7.26.

T, 4+ 229 +3x3 — x4 =1
3x1+ 222+ x3 —x4 =1
20 +3x2+ 3+ 24 =1
201 + 229+ 223 — x4 =1

5x1 + dxg + 223 = 2

4.7.27.

1+ 322+ 513 —x4 =1

T1 + 3x9 + 2203 — 224 + 25 = —1
T1 — 2094+ 23— T4 —x5 =3
T —4To + T3+ T4 —T5 =3

1 +2r9 +x3 — T4 +x5 = —1

4.7.28.

T 4 229 — 3x3 +4x4 — x5 = —1
201 — X2 + 3x3 — 4wy + 205 = 8
31+ a9 — 23204 — 5 = 3

4x1 + 329 + 4x3 + 214 4 225 = —2

T — To — T3+ 2x4 — 35 = —3
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4.7.29.

24x1 + 145 + 3023 + 40x4 + 4125 = 28
36x1 + 21z + 4523 + 61z + 6225 = 43
48x1 + 2872 + 603 + 8224 4 8375 = 58
60x1 + 35z 4+ 7Hx3 + 9924 + 10225 = 69

4.7.30.

Neékterou z metod: Jordanova metoda, Cramerovo pravidlo, metoda pomoci inverzni
matice, metoda LU-rozkladu, naleznéte vSechna feSeni nasledujicich soustav linedrnich

12z + 1429 — 1523 + 2324 + 2725 = 5
16z + 18x9 — 22x3 + 2924 + 3725 = 8
18z + 2029 — 21x3 4+ 3224 + 4125 =9
1021 + 1229 — 1623 + 2024 + 2325 = 4

rovnic.

4.7.31.

T4+ T2+ 223+ 34 =1

3r1 — X9 —x3 — 214 = —4
21+ 3x9 — 13 — x4 = —6
T 4 229 + 33 — x4 = —4

4.7.32.

5x1 + 4xo + x3 + 44 = 16
x1 + dxo + 624 = 16

xr1 — Ty +x3+ 5y = —3
3x1 + 229 — 223 — x4 =11

4.7.33.

T, + 229 4+ 3x3 — 224 = 6
201 —x0 —2x3 — 34 =8
3r1+2x9 —x3 +2x4 =4
201 — 3x0 + 223+ x4 = —8

4.7.34.

To — 3x3 +4x4e = —5
T, — 2x3 +3x4 = —4
3x1 + 2x9 — dxy = 12
4x1 + 320 — D23+ 14 =4

Vysledky cviceni

4711‘1 I%t,CCQ

Xrq4 =
neboli
teR,

r3=0,z4 =2x5 =t € ]Rneboht(0,0,0, 1,1) 4.7.6 xr1 = 8t —

04732, = Sk

332:

N
t(——,—2,2,1,03+s 8’8’ 01)
x5 = s € Rnebolit (— 1,1,1,0 0)+s(%,5,0,4,1)4752; =25 =
7s,x9 = —6t + bs,

$4—3,

4.7.35.

T 4 229 — 33 + 424 — 5 =
2x1 — X9 + 3x3 — 4wy + 225
3T1 + 22 — x3 + 274 — X5
4x1 + 329 + 4x3 + 214 + 225 =

T — To — T3+ 2x4 — 325 =

4.7.36.

4.7.37.

4.7.38.

:csftGRneboht(

, L3 =

4t 5s

4740 = Ts -

2391 — X9 — X3 = 4
3x1 + 4x9 — 2253 =11
3r1 — 2x0 +4x3 =11

1+ a9 + 223 = —1
2r1 — x0 + 223 = —4
4ry + x9 + 43 = —2

Ty + 29 + 43 = 31
5r1 4+ x2 + 223 = 29
3r1 — 29 + 23 =10

,7 )4721‘1—%2—393
x4—t€Rx5—s€R
t$2—68+tI3—

8

676273
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23 =t € Rzy = s € Rneboli t(8,-6,1,0) + s(—7,5,0,1) 4.7.7 x1 = 0,22 =
t_fs, z3 =t € Raxy =0,25 = s € Rnebolit((),%, ,0,0) (0, 3,0,0,1)
478 r1 = -3t —bs,xy = 2t+3s,x3 =t € Rxzy = 0x5 = s € R neboli
t(—3,2,1,0,0)+s(— 53001)479x1—teRx2:seRx3:—gt+5s,x4:

Tt —7s,nebolit (1,0,-3,2) +5(0,1,5,-7) 4700z, = 25 =23 = x4 = 25 = 0

47012y =2, 20 = =2, 23 = 1, 24 = —1,4713 1y = =95=2 4, — —Stistll
ac3:tER,m:sERneboli(fIf,l 00)+t(11,711,1,0)+s( 12 ﬁ,(),l)
4714z, = 7+1128t+s 2 =t€R, x5 = 165 (- 178’%’0’0) +
t(12,0,1 O)+5(18,71"8,0 1)4715z1 =3, 33 =2, 73 = 147162 = =58
To = 1_713t, T3 = 15;“, = t € R neboli (77,;,175,0) +t( 71—73,7%1
4717 21 = 3t+31,x2 = 3, T3 = 7 3t x4 = t € R neboli (ﬂ %,f ,0) +

7
6
t(%,(), 1 1)4718 soustava nema resen14719 soustava nemad feSeni 4.7.20 z; =
12 >’ 16 _ 12 176 97 4
— 305, T2 = 193 + 38,23 = 5 € R, 24 = 5z neboli (— g5, 155, 505+ 0) +5 (0, 5,0, 1)
4721 21 = +‘5x2:m r3=p € R,zy =t € R, x5 = s € R neboli
(1,1,0,0, 0)+p(0 3,1,0, 0)+t(0 3,0,1,0)+5(%,-2,0,0,1) 47222, =t € R
22 =p € R,z3 = 2p —t, x4 = 1,neboli (0,0,0,1) +¢(1,0,—1,0) + p(0,1,2,0)

472321 = -2, 20 = 2,23 = -3, x4 = 3472411 = 2,20 = 0, z3 = 0,

rys = 0 4.7.25 soustava nema feSeni 4.7.26 x1 = 1+5t, To = 16” T3 = 1+5t
rg =1 € Rneboll(6,é,é,0)+t(—,76,6, )4727:1:1 =1, 20 =0,23 = O
$4:0$5:—24728l‘1 2$2—0$3:—2$4——21}5—14729
xlz—l——p—ét— ng—pGRl‘g—tER$4—1—§S T5 = S €
Rnebohg 00,1,0)+p(0,1,000)+t(0 0,1,0,0) + 5 (0,0,0,—3,1) 4.7.30
xlftf%s+—0 To = f‘)t+ 38— gacd % 7é,$4—t€R,ZL‘5:S€RnebOH

53

(3,-2,-%,0,0)+¢ (1, —2,0,1,0)+s( 5.2,2,0,1)4731 2y = —1, 20 = —1,
r3 — O,x4 = 14732$1 = 1 To = 3 Tr3 = —1 Ty = 04.7.33$1 = 1,$2 = 2,
T3 = —17 Ty = —24.7.34 Tr1 = 1, Ty = 2, T3 = 1, T4 = —14.7.35 r1 = 2, Ty = O7
Tr3 = —2, T4 = -2 s = 1 4.7.36$1 = 3, To = 1,.%3 = 14.7.37$1 = 1,302 = 2,
Tr3 = -2 4.7.381‘1 = 3, To = 4, I3 = 5

4.8 Vektorové prostory

Motivacni dvaha I.

Nez zavedeme pojem vektorového prostoru, pfipomeneme si pojem vektoru, jak ho
zname ze stfedni Skoly. Abychom si mohli vektory zobrazovat graficky, omezime se
v motivacni ivaze na vektory se dvéma slozkami. Takové vektory si miiZeme zobrazit
v roving. Vektor u = (2, 1) vidime na Obrézku 4.2.

R4 i
1 2
Obrazek 4.2: Vektor

Prvni slozka vektoru je vzdalenost od pocédtku soufadnych os na ose = a druhd
slozka vektoru je vzddlenost od pocatku soufadnych os na ose y. Dany vektor je pak
spojnici poédtku soufadnych os a bodu o soufadnicich [2, 1]. Tedy thlopfickou obdélni-
ka o strandch 2cma 1 cm.

Kazdy vektor umime nésobit redlnym ¢islem. Ndsobit vektor redlnym Cislem zna-
mend vyndsobit timto redlnym Cislem kaZdou jeho sloZku. Graficky znamend vyndso-
beni vektoru kladnym redlnym &islem o a-krdt zvétsit orientovanou tsecku ptivodniho

vektoru ve stejném sméru jako piivodni vektor. Vyndsobeni vektoru zdpornym redlnym
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Cislem « graficky znamena a-krat zvétsit orientovanou uiseCku ptivodniho vektoru v o-
pacném sméru nez pivodni vektor. Na Obrazku 4.3 je zobrazen vektor u = (2, 1), jeho
dvojnasobek a minus trojndsobek.

2 —+4
2u
............................................................. }._.._.
U
| | | | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
1+
I,
[ 4 3+

Obréazek 4.3: Nasobek vektori

Vektory umime také scitat. Soucet dvou vektort je opét vektor. Jeho prvni slozka
je soulet prvnich sloZek s¢itanych vektoril a jeho druha slozka je soucet druhych slo-
Zek s¢itanych vektord. Graficky nalezneme soucet vektord tak, Ze vektory doplnime na
rovnobéznik, a souCet vektorti je pak dhlopticka tohoto rovnobézniku. Na Obrazku 4 .4
je zndzornén soucet vektord u = (2,1) a v = (2,3). Jak by vypadal soucet tieba ti{
vektorti? Soucet prvnich dvou vektord je vektor a ten umime secist se tfetim vektorem.
Kdyz se zamyslime, znamend to, Ze soufadnice vysledného vektoru, ktery je soucet ti
vektori, dostaneme jako soulet prislusnych sloZek tif s¢itanych vektori. Neboli

Z=U+V+W
= (ula UQ) + (1)1,1)2) + (wla w2)

= (u1 + v1 + w1, u2 + va + wo).

Uvédomme si, Ze stejné mizeme nalézt soucet obecné n vektoru.

44?
~
P /
e /
-7 /
I N Ty o s
: /
: /
: /
L Ju,
2 + / /
: /
v o
L/
c/
1 4 fo f .......................
w o
I i I I
T T T T
1 2 3 4

Obrazek 4.4: Souclet vektori

Nyni si v§imneme dalSich vlastnosti, které si pozdéji zobecnime. JiZ vime, Ze sou-
Cet dvou a vice vektort je opét vektor a vime, jak tento vektor najit. Umime také vektor
vyndsobit redlnym Cislem. Nasobek vektoru je zase vektor o stejném poctu slozek jako
nasobeny vektor. A umime tyto dvé operace zkombinovat? Umime secist riizné nasobky
dvou a vice vektord? Vezméme napiiklad vektory u = (2,1) av = (2, 3) a naleznéme
vektor a = 2u + (—1)v.
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Dvojnéasobek vektoru u graficky znamena prodlouZeni vektoru u na dvojndsobnou
délku ve stejném sméru. Vektor, ktery je polovicnim ndsobkem vektoru v s minusovym
znaménkem, bude orientovan na opacnou stranu a bude mit polovi¢ni délku vektoru v.
Tyto dva vektory doplnime na rovnobéznik a jeho ihlopticka je hledany vektor a. A pro-
toze vektor a vznikl zkombinovanim vektorti u a v, budeme fikat, Ze vektor a je linearni
kombinac{ vektorti u a v. Hledany vektor vidime na Obrazku 4.5.

Obrazek 4.5: Linedrni kombinace vektor

Nyni nase dvahy oto¢ime. Zamyslime se nad problémem nalezeni linedrni kombi-
nace k danému vektoru. Uvazujme napiiklad vektor u = (2,2) a ptejme se, zda tento
vektor miZeme ,,vytvofit“ (zkombinovat) ze tfi vektori a = (1,—2), b = (2,-1)
ac = (—3,1). Na Obrazku 4.6 vidime, Ze stali seCist vektory a a c (neboli najit
uhlopti¢ku rovnobézniku o strandch danych vektory a a c), u vzniklého vektoru otocit
orientaci a jeho délku jesté prodlouzit 1, 5 krdt a nakonec tento vektor secist s vekto-
rem b zkracenym na polovinu délky a s oto¢enou orientaci. Neboli vektor u je linearni

kombinaci vektori a, b a c.

24% // \\
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Obrazek 4.6: Tti generatory

A jesté jiny thel pohledu. Vektor u nenese novou informaci. MiZzeme ho vytvofit
z jinych vektort, v nasem konkrétnim piikladé ze tif vektorti a, b a ¢ . Uméli bychom
pomoci téchto ti{ vektord vytvorit jiny vektor? JistéZe bychom uméli. Pomoci téchto
tii vektort vytvofime (vygenerujeme) jakykoli vektor se dvéma slozkami. Takovéto
vektory a, b a ¢ budeme nazyvat generdtory.

Dalsi otdzkou bude, jestli by téch vektord nemohlo byt méné. MiZeme napiiklad
vektor u = (2,2) zkombinovat jen z vektori a = (1,—2) ab = (2,—1)? Vime, Ze

v v

vektor u md byt dhlopficka jistého rovnobéZniku, jehoz strany jsou odvozeny z vektord
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-2 -1 1 2 30 4

2b N

2+

Obrazek 4.7: Dva generatory

a a b. Vidime, Ze u vektoru a musime zménit orientaci a délku vektoru zdvojndsobit,
vektor b staci jen zdvojnasobit. Vysledek vidime na Obrazku 4.7. Jist¢ si dovedeme
predstavit, Ze podobné bychom postupovali, kdybychom pomoci téchto dvou vektort
chtéli vytvorit jakykoli jiny vektor, neZ jen vektor u. Jakykoli vektor v roviné miZeme
tedy vygenerovat pomoci vektord a a b. Stacil by na to jen jeden vektor? Ten jiZ ne.
Vektory a a b jsou nejmensim poctem vektord, pomoci kterych miizeme vytvorit jaky-
koli vektor v roviné.

ay

az

-1 +

Obrazek 4.8: Zavislé vektory

Nyni se zeptime, zda pomoci jakychkoli dvou vektorti v roviné miZeme vytvo-
fit pomoci linedrni kombinace vSechny ostatni vektory v roviné. Vezméme napiiklad
vektor u = (2, 1) a ptejme se, zda pomoci vektori a; = (1,2) aaz = (—1,—1) md-
Zeme vektor u vytvorit. Myslime vytvorit pomoci redlnych nasobkd vektort a s¢itani
vektor(. Vektory jsou na Obrazku 4.8. Z tohoto obrdazku vidime, Ze v tomto piipadé
se nam nepodaii vytvorit rovnobéznik, jehoz tihlopficka bude vektor u a strany budou
nasobky veltord a; a ap. Problém je v tom, Ze vektory a; a ag lezi v jedné pfimce.
Vektory lezi v jedné pfimce proto, Ze jeden vektor a; je ndsobkem druhého vektoru
ag. Takové dva vektory budeme nazyvat linedrné zdvislé. Dva vektory, pomoci nichz
budeme moci vytvorit (vytvofit ve smyslu redlnych nasobki vektord a s¢itani vektort)
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jakykoli jiny vektor v rovin€, budou muset byt naopak linearné nezévislé, neboli jeden
nebude ndsobkem druhého. Jinymi slovy nebudou leZet na jedné primce. Takovou mno-
Zinu vektordi, pomoci nichZ umime vytvofit vSechny vektory v roviné a zaroven je jich

V roviné to budou jakékoli dva vektory, kreré budou mit rizné sméry, nebudou
leZet v jedné piimce. Tedy takova bdze nebude existovat jedind. Na Obrdzku 4.9 je
vidét, ze vektory a; = (3,1),a2 = (1,2), ale i vektory by = (4,0), b2 = (0,3) a
rovnéZ vektory ¢1 = (—1,2), ca = (5,1) pfi dopInéni na rovnobéznik maji stejnou
thlopficku, kterou je vektor u = (4, 3).

3 T T T
= I
- I
. P
///// | \
_ - \
27 P | \
u ‘ '
\
b] } \
1 ‘ \\
11+ . |
C2 }
|
| | | | s |
1 1 1 1 T 1
1 1 2 b 3 4 5

Obrazek 4.9: Baze

Shrneme tedy nasSe tvahy. V roviné jsme uméli vektory scitat a nasobit redlnym
¢islem. Uvédomili jsme si, Ze existuji vektory, pomoci nichZ jsme ziskali (vygerero-
vali) libovolny vektor v roviné. Nejmensi pocet takovych vektord byl dva, ale tyto dva
vektory nesmély lezet v jedné primce (byly linedrné nezdvislé). V dal$Sim uvidime, Ze
tyto vlastnosti midZeme zobecnit na vektory, které maji vice neZ jen dvé redlné slozky.
Udélame vsak malou zménu. Vektory ve smyslu redlnych n-tic budeme definovat jako
sloupce. Dile dokonce tyto vlastnosti zobecnime na vektory, které viibec nemaji tvar
n-tice redlnych Cisel.

4.8.1 Vektorové prostory - zakladni pojmy

Definice 4.8.1. Zobrazeni w : V x V' — V se nazyva bindrni operace na mno-
Zing V.

V ptedchozi definici V x V' = {[z,y];z € V Ay € V} znali kartézsky sou-
¢in mnozin. Definice bindrn{ operace pak fika: kazdym dvéma prvkim z V' pfitadime
binarni operaci jednoznacné urceny prvek opét z V. Operace byvaji ¢asto oznacovany
symboly: +, -, &, ®, ®, ...atd. V dalsi ¢asti textu budeme pracovat s aritmetickym
vektorovym prostorem.

Definice 4.8.2. Aritmeticky n-rozmérny vektorovy prostor R™ je mnoZina uspora-
uy
U2

danych n-tic redlnych ¢Eisel u = . . Jednotlivd u; nazyvame ¢-td slozka

Unp
(souradnice) vektoru u.

Prvky aritmetického vektorového prostoru R™ definujeme jako sloupcové vektory.
Pokud vektor u z R™ chceme zapsat jako Fadkovy vektor, piSeme u’ (ndm jiz zndm4
operace transponovani matic) .
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Pro prvky z R™ jsou operace + s¢itdn{ vektori a operace - nasoben{ redlnym Cislem
definovany nasledovné

1 (% T1+ z1 a-T1

P Y2 T2+ Y2 T2 a - T2
X+y = . —+ . = . a-X = a- . =

Tn Yn Tn + Yn Tn Q- Tn

Obe€ operace s¢itani vektord a ndsoben{ vektoru redlnym Cislem se pfevedou na klasické
operace s¢itdni a ndsoben{ jednotlivych slozek vektord, tedy redlnych Cisel. Uvédomme
si, s¢itani vektorl je definovano jen pro vektory z téhoZ aritmetického vektorového
prostoru, a tudiZ miZeme scitat pouze vektory, které maji stejny pocet slozek.

Rovnost dvou vektori je definovana ndsledujicim zplisobem

Z1 Y1 1 =Y

x2 Y2 T2 = Y2
X =y < . = . =

Tn Yn Tn = Yn

Aby si dva vektory mohly byt rovny, musi tedy mit stejny pocet sloZek a navic se jejich
odpovidajici slozky rovnaji.

Definice 4.8.3. Nulovym vektorem budeme nazyvat vektor, jehoz vSechny slozky
jsou rovny nule. Takovy vektor budeme znacit o.

Definice 4.8.4. Jednotkovy vektor e; je vektor, jehoZ vSechny slozky jsou rovny nule
az na i-tou slozku, kterd je rovna jedné.

Napiiklad e; € R? je vektor tvaru ey = ( (1) >, resp. ez € R3 je vektor tvaru

0
€3 = 0
1
Takto zadefinovany aritmeticky vektorovy prostor miZeme jesté zobecnit. Nemu-
sime se omezit pouze na sloupcové vektory redlnych Cisel. Zadefinujme (obecny) vek-
torovy prostor, jehoZ prvky spliuji jisté vlastnosti pfi operaci s¢itdni a ndsobeni redlnym
Cislem.

Definice 4.8.5. Méjme ddanu mnozinu V, na které je definovdna operace scitdni
vektorl + a operace -, kterd zna¢i ndsobeni prvkid z V' redlnym Cislem. MnoZinu V'
budeme nazyvat vektorovym prostorem a jeji prvky budeme nazyvat vektory, jestlize
pro tyto operace bude platit nasledujict:

1. Vx,y e V X+y=y+x (komutativita operace +)
2.Vx,y,z€V (x+y)+z=x+(y+2z) (asociativita operace +)
3.JoeV,VxeV X+0=x (existence nulového prvku operace +)
4. Vx € V,3(—x) €V x+(—x)=o0 (existence inverzniho prvku operace
+)
.Vx eV 1l-x=x

.Va,beR,VxeV a-(b-x)=(ab) -x

~N O W

.Va,beR,VxeV (a+b) - x=a-x+b-x
8. VaeR,Vx,yeV a-(x+y)=a-x+a-y

Prvky z V budeme nazyvat vektory.
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Priklad 4.57

Priklad 4.58

Z této definice plyne, Ze takovym vektorovym prostorem miZe byt napfiklad mno-
Zina v8ech polynomt stupné nejvyse n. Pfipomindme, Ze v kapitole o funkcich jsme
zavedli pojem s¢itani polynomi a ndsobeni polynomu redlnym Cislem. S takto defino-
vanym vektorovym prostorem si nyni zavedeme nové pojmy, které jsme zminili v mo-
tivacni dloze.

Definice 4.8.6. Neprazdnou podmnoZinu W vektorového prostoru V' nazveme pod-
prostorem vektorového prostoru V', jestlize W je vektorovym prostorem vzhledem
k operacim s¢itdni vektord a ndsobeni realnymi isly. Zna¢ime W CC V.

Definice 4.8.7. Necht’ oy, as, ..., a, jsou redlnd ¢isla a vy, v, ..., Vv, jsou vek-
tory z vektorového prostoru V. Pak vektor v. = a1vy) + asvy + -+ + a, vy, je
také vektor z prostoru V. Takovyto vektor v nazyvame linedrni kombinace vek-

tortl vi,Va,...,v,. Cisla aq, a0, ..., 0 se nazyvaji koeficienty linedrni kombi-
nace. Jestlize v linearni kombinaci vektori v1, va, . . ., v, jsou vSechny koeficienty
linedrni kombinace o1, ao, . . ., o, Tovny nule, mluvime o trividlni linedrni kombi-
naci. Je-li alespon jeden z koeficientd a1, s, . . . , oy, Tdzny od nuly, pak hovofime
o netrividlni linedrni kombinaci vektord vi,va,...,V,.
3
4.57. Naleznéte vektor z, ktery je linedrni kombinaci vektoru x = —1 | avektoru
2
1
y = 2 s koeficienty linedrni kombinace a; = 2a ap = —1.
—2

Reseni: 7 definice linearni kombinace dostaneme

3 1
z=ax+ay=2|( -1 | +(-1) 2
2 -2
6 -1 5
=l -2 |+| -2 | =] 4
4 2 6
5
Hledany vektor je x = —4
6
3
4.58. Zjistéte, zda vektoru = | —1 | je linedrni kombinaci nasledujicich vektort
2
1 2 -1
X = -1, y= 0 a z= 2
3 0 —6

ReSeni: Pokud vektor u je linedrni kombinaci vektord x,y, z, musi existovat takova
redlnd ¢isla ag, ao, a3, aby byla splnéna rovnost u = a1X + a2y + asz. V této vekto-
rové rovnici postupné vektory x,y, z vyndsobime redlnymi Cisly o, ae, ag a vzniklé
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vektory secteme po slozkéch.

3 1 2 —1
—1 =qQq - -1 + asy - 0 + a3 - 2

2 3 0 —6

3 041'1 042'2 053'(71)
—1 = a1 (71) + a2~0 + 043'2

2 051-3 052'0 Oég'(—ﬁ)

3 ()41'14*042'24*043'(71)
—1 = Oél'(fl)+042'0+043'2

2 041'34*042'04’0&3'(*6)

Nakonec porovname tyto vektory a dostaneme soustavu linedrnich rovnic pro tfi nezna-
mé a1, 9, 3.
3=a1 4+ 200 — ag
—1=—a1 + 203
2= 3@1 — 60&3
Tuto soustavu rovnic budeme fesit Gaussovou metodou. ZapiSeme rozsifenou matici

soustavy, kterou podle ddle naznaCenych tprav neménicich hodnost matice pfevedeme
do Gaussova tvaru.

1 2 -1 3 1 -3 1 2 -1 3
-1 0 2 -1 3+ ~10 2 1 2 3
3 0 —6 2 + 0O -6 -3 |—7 J+

Sectenim trojnasobku druhého fadku s tretim faddkem dostaneme

1 2 -1 3
0 2 1 2
0 0 0] -1

Hodnost matice soustavy je dva a hodnost rozsifené matice soustavy je tii. ProtozZe se
hodnosti 1isi, soustava linedrnich rovnic nemad fesent, a tedy neexistuji Zddnd redlna Cisla
a1, 2, g, aby byla splnéna rovnost u = a1X + a2y + asz. Vektor u nenf linedrni

kombinaci vektorl x, y, z.
5 Priklad 4.59

4.59. Zjistéte, zda vektor u = 4 | je linedrni kombinaci ndsledujicich vektort
-1
3 2 1
X = 1], y=| 4 a z= 1
2 3 -1

Reseni: Vektor u je linedrni kombinaci vektort x, y, z, pokud existuji redlna Cisla aq,
g, g, kterd spliuji rovnost u = a;xX + asy + asz. V této rovnici vektory x,y, z
postupné vyndsobime redlnymi ¢isly o, aia, vz a déle vektory se¢teme po slozkach.

) 3 2 1
4 = Qg - 1 —+ g - 4 + as -

-1 2 3 -1
5 0&1'3 042'2 Oé3-1
4 = aq -1 + as -4 + ag -1

-1 041'2 Oé2'3 Ozg-(—l)
5 a1-3+as-2+az-1
4 = a1-1+a2-4+a3-1

-1 a1-2+a2-3+a3-(—1)
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Priklad 4.60

Dostaneme soustavu linedrnich rovnic pro tfi nezndmé o, ag, 3.

5 =3a1 + 200 + a3
4 =01+ 4o + a3
—1 =201 4+ 302 — a3

Tuto soustavu rovnic budeme opét fesit Gaussovou metodou. ZapiSeme rozsifenou ma-
tici soustavy a tu budeme podle naznacenych dprav neménicich hodnost matice preva-
dét do Gaussova tvaru.

3 2 1 5 1 4 1 4 -3 4-2
1 4 1 4 ijw 3 2 1 5 J+ ~
2 3 -1 |—-1 2 3 -1 -1 +

Dale dostaneme
1 4 1 4 1 4 1 4
o 25 D) e T o 7Y
Dostali jsme matici v Gaussové tvaru. Hodnost roz§itené matice soustavy je tfi, stejné

tak hodnost matice soustavy je tfi. Soustava linedrnich rovnic ma pravé jedno feSeni.
Zapiseme ekvivalentni soustavu rovnic

o +4as+oz3 =4
710&2 - 2&3 -7
4ag = 11.

Z posledni rovnice dostaneme, Ze ag = 1741. Tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice a
dostaneme a3 = Qi Nakonec dosazenim jiZ zndmych hodnot ais a as do prvni rovnice
vypolteme o = 2—8. Nasli jsme koeficienty linedrni kombinace. Zjistili jsme, Ze pro

zadany vektor u plati rovnost

13,3 11
u=—x+— —7z.
20° 207 " 1

Vektor u je linearni kombinaci vektori x, y, .

Definice 4.8.8. M¢jme linearni kombinaci vektort vektorl vy, vo, ..., v, z vekto-
rového prostoru V', kterd je rovna nulovému vektoru, neboli oy vy + asvo + -+ - +
an Vv, = 0. Pokud je tato rovnost splnéna pouze tehdy, kdyz se jednd o trividlni line-
arni kombinaci, fekneme, Ze vektory vy, v, ..., Vv, jsou linedrné nezdvislé. Pokud
existuje netrividlni linearni kombinace vektord v1, va, . . ., v, rovnd nulovému vek-
toru, pak tyto vektory nazyvame linedrné zdvislé.

1 2 3
4.60. Zjistéte, zda nasledujici vektory x = 2 l,y=1 3 |.z=| 7 | jsou
-1 2 2

linearné nezavislé nebo linearné zavislé.

ReSeni: Hleddme koeficienty a, ao a a3 linedrni kombinace a1 x + asy + a3z, pro
které plati

a1X + vy + a3Z = 0.

Pokud dand rovnost bude platit pouze pro a; = as = a3 = 0, pak jsou vektory x,y a
z linearné nezavislé. Pokud tato rovnost bude splnéna i pro nékteré o; # 0,7 = 1,2, 3,
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pak jsou vektory x, y a z linedrn€ zavislé. Do vztahu a1x + a2y + a3z = o dosadime
a postupné rozndsobime a secteme

1 2 3 0

a1 2 + Qo 3 + a3 7 = 0
-1 2 2 0

1a1 20&2 30&3 0

201 + 3as + Tas = 0

—1a1 20(2 20(3 0

a1 + 2a0 + 3ag 0

20&1 + 30&2 + 70&3 = 0

—a1 + 200 4+ 203 0

Porovnédnim téchto dvou vektord dostaneme soustavu tif linedrnich rovnic pro tfi ne-
znamé o, (o a (3.
a1+ 200 +3a3 =0
20&1 + 30&2 + 70&3 =0
-1 + 2@2 + 2@3 =0

Tuto homogenni soustavu rovnic vyfesime pomoci matice soustavy.

1 2 3 -2 q1 1 2 3 1 2 3
2 37 J+ ~10 -1 1 4 ~10 -1 1
-1 2 2 + 0 4 5 3+ 0 0 9

Zjistili jsme, Ze matice soustavy je reguldrni. Homogenni soustava ma pouze trividlni
feSenf vy = as = ag = 0. Z toho plyne, Ze jsou vektory x, y a z linedrné nezdvislé.

3 3 -1 Priklad 4.61

4.61. Zjistéte, zda nésledujici vektory x = -1 |, y= 1 |,z = -1
2 4 -2
jsou linedrn€ nezéavislé nebo linedrné zavislé.

Regeni: Pokud plati rovnost
a1X + oy + a3Z = 0

pouze pro a1 = a2 = a3 = 0, budou vektory linedrné nezavislé. V opacném pii-
padé budou linedarné zavislé. Roznasobenim a sectenim vektort x,y, z v této rovnici a
rozepsanim po slozkdch dostaneme ndsledujici homogenni soustavu linedrnich rovnic.

30(1+3042*Oé3:0
—a1t+as—az3=0

2@1 +4042 - 2@3 =0

ZapiSeme matici soustavy a zjistime hodnost matice.

3 3 -1 jj -1 1 -1 3 92 -1 1 -1

-1 1 -1 ~ 3 3 -1 3+ ~1 0 6 —4

2 4 -2 2 4 -2 + 0 6 -4
V posledni matici je druhy a tieti fddek stejny. Hodnost této matice je dva a matice je
tedy singuldrni. Homogenni soustava rovnic ma nekonecné mnoho feSeni a tedy exis-

tuje i netrividln{ linedrni kombinace vektorl x,y, z, kterd je rovna nulovému vektoru.
Zadané vektory jsou linedrné zavislé.

Definice 4.8.9. Necht' M je neprdzdnd podmnozina V. Linedrnim obalem mno-
ziny M nazveme mnozinu vSech linedrnich kombinaci vektort z M . Linearni obal
mnoziny M budeme znacit [M }
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Priklad 4.62

Priklad 4.63

-1
4.62. Zjistéte, zda dany vektor x = 2 | patif do linedrniho obalu mnoZiny
3
4 2
M = 2 |, -1
1 -1

Reseni: Pokud vektor x patif do linedrniho obalu mnoziny M , musi byt njakou linedrni

4 2
kombinaci vektort | 2 |, | —1 | . To znamend, Ze existuji koeficienty linedrn{
1 -1
kombinace a1, ao takové, aby platilo
-1 4 2
2 = 2 + as -1
3 1 -1

Z této vektorové rovnice dostaneme ndsledujici soustavu linearnich rovnic.

—1 =401 + 202
2 =201 — s

3:a1—a2

VyteSme tuto soustavu rovnic opét Gaussovou metodou. ZapiSeme rozsifenou matici
soustavy a zjistime jeji hodnost.

4 2 |-1 1 -1 |3 2 -3
2 —1 |2 jN o 1 || .
1 -1 |3 4 2 |-1 +

Dale dostaneme

1 -1 3 1 -1 3
0 1 —4 -5 ~ [0 1 —4
0 5 —10 J+ 0 0 10

Hodnost matice soustavy je dva, hodnost rozsifené matice soustavy je tfi. ProtoZe tyto
hodnosti jsou rizné, podle Frobeniovy véty dostdvame, Ze soustava linedrnich rovnic
nemd feSeni, a tedy vektor x nepatii do linedrniho obalu mnoZiny M.

Definice 4.8.10. Necht’ A je neprazdna podmnoZina V. Rekneme, 7e mnoZina A je
mnoZinou generdtorii vektorového prostoru V', jestlize plati V' = [A] .

Definice 4.8.11. Necht' A je neprazdna podmnoZina V' a necht’” A je mnoZinou
generatord vektorového prostoru V. Rekneme, Ze mnozina vektord A je bdzi vekto-
rového prostoru V/, jestlize vektory této mnoziny A jsou linedrné nezavislé.

Definice 4.8.12. Necht’ A je neprdzdnd podmnozina V' a necht’ A je bdzi vektoro-
vého prostoru V. PoCet prvki mnoziny A nazveme dimenzi vektorového prostoru V.

4.63. Naleznéte bazi vektorového prostoru W, ktery je generovan vektory
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Reseni: Vektorovy prostor W je generovan zadanymi vektory. Aby tvorily bézi, musi
byt linedrné nezavislé nebo z nich musime vybrat takovou podmnoZinu, kterd obsahuje
linedrné nezavislé vektory. Ovéfme, zda linedrni kombinace vektort x,y, z, kterd je
rovna nulovému vektoru, je pouze trividlni ¢i netrividlni. Hleddme koeficienty a1, as,
ag, pro které plati a1 x + avy + a3z = o.

4 2 2 0

Qg 3 +as | 2 + a3 1 = 0
-1 2 -3 0

40&1 20(2 2a3 0

30&1 + 20&2 + 10[3 = 0
(71)0[1 20&2 (73)043 0
daq + 200 + 203 0

3@1 + 2@2 —+ a3 = 0

(71)0&1 + 20&2 + (73)043 0

Dostavame soustavu tf{ linedrnich rovnic pro neznimé o, aa, a3

4o + 200 +2a3 =0
30&14’20[24’0&3 =0
-1 + 20&2 - 30é3 =0.

Tuto soustavu miZeme fesit pomoci Gaussovy metody. Jedna se o homogenni soustavu
rovnic. ZapiSeme matici soustavy a budeme tuto matici pomoci naznalenych tprav
za matici upravovat na horni trojihelnikovou matici.

2 2 -1 2 -3 3 14 -1 2 -3
3 2 jfv 3 2 1 ;—ij ~ 0 8 -8
-1 2 -3 4 2 2 + 0 10 -—-10

s vz

ProtozZe tieti fadek je nasobkem druhého fadku, miZeme ho vynechat. PrepiSeme ekvi-
valentn{ soustavu rovnic

—_

—a1 + 209 —3a3 =0
80&2 — 80&3 =0.

ProtoZe hodnost matice soustavy je dva a mame tfi nezndmé, soustava ma nekonecné
mnoho feseni. MiZeme téchto nekone¢né mnoho feseni vyjadfit pomoci jednoho pa-
rametru. Volme as = t, pak ze druhé rovnice plyne ay = t. Ddle z prvni rovnice
dostaneme

—a1+2t—3t=0

a1 = —t.

Resenim homogenni soustavy rovnic je kazda uspofddand trojice [—t,¢,t], kde t € R.
ProtoZe existuje netrividlni linedrni kombinace vektorl x, y, z, kterd je rovna nulovému
vektoru, jsou tyto vektory linedrné zavislé. Zadané tii generatory tedy netvori bazi. Vy-
bereme ze zadané mnoziny generatort takovou podmnozinu, kterd je linearné nezavisla.
Zkusime ovéftit, zda napiiklad vektor x nelze vytvorit pomoci linedrni kombinace vek-
torll y a z. Hleddme takové koeficienty linedrni kombinace (3, 32, aby platila vektorova
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rovnice X = 1y + 2.

4 2 2

3 | =612 | +85 1
-1 2 -3

4 B1-2 B2 -2
3 | =1 B-2 |+ B2 -1
-1 B1-2 B2+ (—3)
4 Br1-2+B2-2

3 | = B 24 By 1

-1 B1-24 P2 (—3)

Porovnanim jednotlivych sloZek téchto dvou vektorti dostaneme soustavu rovnic

4 =281 +20
3=281+ 5
—1=281 — 3p,.

Tuto soustavu linedrnich rovnic opét vyfesime Gaussovou metodou.

2 2 4 -1 4-1 2 2 4
2 1 3 J+ ~10 -1 |—-1 -5 ~
2 -3 |—-1 + 0 -5 |—5 J+

2 2 4
0 -1 |-1
0 O 0

Hodnost matice soustavy i rozsitené matice soustavy je stejnd - dva. PoCet nezndmych
byl taky dva. Tato soustava rovnic ma prave jedno feSeni a my vidime, Ze vektor x se
dé vytvofit pomoci linedrni kombinace vektorl y, z. Zjistili jsme, Ze vektor x se da
vytvorit z vektorl y, z, které jsou linedrné nezavislé a generuji vektorovy prostor W.
Vektory y, z jsou tedy bazi vektorového prostoru W. Dodejme jeste, Ze z toho plyne, Ze
vektorovy prostor W md dimenzi dva. Jeho bdzi tvofi dva vektory. V daném piikladu
bychom stejnym zptisobem ukézali, Ze vektor y se dd vytvofit pomoci linedrni kombi-
nace vektorl x, z, a tudiz vektory x, z generuji vektorovy prostor W a jsou linearné
nezavislé. Vektory x, z jsou také bazi vektorového prostoru W.

Na tomto piikladu jsme si uvédomili, Ze baze vektorového prostoru neni ur€ena
jednoznacné. Naproti tomu dimenze vektorového prostoru jednoznacné urcena je.

Definice 4.8.13. Vektorovy prostor V nazveme trividlni vektorovy prostor, jestlize

V =0.

Poznamenejme, Ze dimenze trividlntho vektorového prostoru je nula. Dimenze
aritmetického vektorového prostoru R" je n.

Véta 4.8.14 (Linedrni zdvislost ve vektorovém prostoru dimenze n). KaZdd skupina
n + 1 vektorit z vektorového prostoru dimenze n je linedrné zdavisld.

Z ptredchoziho vyplyva, Ze kazda baze aritmetického vektorového prostoru R™
obsahuje n vektort. Pfikladem baze aritmetického vektorového prostoru R™ je tzv. ka-
nonickd bdze. Tato baze je mnoZina jednotkovych vektortie;, kde i = 1,2,...,nzR".
Tak napiiklad kanonick4 baze prostoru R? je mnoZina

1 0 0
o, 1].[o
0 0 1
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4.64. Naleznéte dimenzi vektorového prostoru [M], kde M = {u,v},u = ( f52 )

av= ( i ) a naleznéte alespon dvé jeho baze.

ReSeni: Zadana mnoZina je mnoZina generatort. Jsou-li zadané vektory navic linearné
nezdvislé, tvori bazi vektorového prostoru [M]. Linedrni nezavislost ovéiime vypocte-
nim koeficientd linedrni kombinace vektorti u a v, ktera je rovna nulovému vektoru.

af G )re(3)=(o)
(o )+ (m3)=(0)
(et )= (0)

Porovnanim slozZek té€chto dvou vektori dostaneme soustavu rovnic

6a1 + 209 =0
720&1 + 4@2 =0.
Z prvni rovnice dostaneme vy = —3q; a tento vztah dosadime do druhé rovnice. Mame

—2a1 + 4(—3&1) =0= a1 =0.

Pak také ao = 0. Soustava linedrnich rovnic pro nezndmé o, as ma jediné, trividlni
fesent, a tudiz vektory u = (6,2)7 av = (—2,4)7 jsou linedrné nezdvislé. A zdrovei
generuji vektorovy prostor [M], jsou tedy bézi vektorového prostoru [M]. Dimenze
tohoto prostoru je dva. ProtoZe aritmeticky vektorovy prostor R? m4 také dimenzi dvé
au,v € R?, musf platit [M] = R2. Jind baze [M] je potom napiiklad kanonicka béze
prostoru R?, tedy vektory (1,0)7 a (0,1)”. Dokonce jakékoli dva linedrn& nezdvislé
dvouslozkové vektory tvofi bazi [M] = R2.

S dosud zavedenymi pojmy miZeme jinym zplisobem zadefinovat jiz znamy po-
jem hodnost matice. A nédsledné vyuZit pojmu matice k vySetrovani linedrni zavislosti
vektortl.

Definice 4.8.15. Hodnosti matice A typu m x n nazveme &islo, které je rovno di-
menzi vektorového prostoru generovaného fadkovymi vektory matice A. Hodnost
matice A znalime h(A).

Radkovymi vektory matice A typu m x n rozumime F4dky matice, na které nahli-
Zime jako na vektory z prostoru R™.

1 4 1
4.65. Zjistéte,zda vektory | 4 |,| O |a| —1 | jsoulinedrné nezavislé.
6 1 -2

Reseni: Dané vektory napiSeme jako Fadky matice a zjistime jeji hodnost. Pokud je hod-
nost matice rovna poctu jejich radka, vektory jsou linearné nezavislé. Pokud je hodnost
matice mensi, nez je poCet jejich fadkd, vektory jsou linedrné zavislé.

1 4 6 J_4 1 1 4 6
4 0 1 + ~10 —-16 -23 5~
1 -1 -2 + 0 -5 -8 |-163+

1 4 6
0 —-16 —23
0 0 —-13

ProtoZe hodnost matice je 3 a pocet jejich fadku je také 3, dané vektory jsou linedrné
nezavislé.

Priklad 4.64

Priklad 4.65
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49 Cviceni

4.9.1. Vypoctéte vektor x, pro ktery plati x = 2-u+(—3)-v,kde vektoru = ( -2 )

3
avektorv = -1
orv = N E

4.9.2. Naleznéte koeficienty linedrni kombinace vektori u = (2,1)7 av = (3,2)7,
kterd je rovna vektoru x = (1,1)7.

4.9.3. Naleznéte koeficienty linedrni kombinace vektori u = (2,1)T av = (3,2)7,
kterd je rovna vektoru x = (2,3)7.

4.9.4. Zjistéte, zda vektor x = (2,2,7, —1)7 je linedrni kombinaci nasledujicich vek-
toriu = (3,-1,2,4)Tav =(1,1,3,1)T.

4.9.5. Zjistéte, zda vektor x = (3,5, —13,11)7 je linedrni kombinaci vektort
u=(3,2,-54Tav=(3-1,3,-3)7.

4.9.6. Zjistéte, zda vektor x = (1,0,—7)7 patii do linedrniho obalu vektord u =
(2,1,-3)T,v=(3,1,-5)Taw = (4,2, -1)T.

4.9.7. Zjistéte, zda vektory x = (4,—1,15,17)T ay = (7,—6,—7,0)T patii do line-
4rniho obalu vektord ndsledujicich vektorti u = (2,-1,3,5)7, v = (4,-3,1,3)7
w=(3,-2,3,4)7.

4.9.8. Zjistéte, zda vektor x = (2,1, —1,1)7 patif do linedrniho obalu vektord
u=(1,21-1)Tav=(1,1,21)7T.

Rozhodnéte o linedrni zdvislosti ¢i linedrni nezavislosti nasledujicich vektort.

499. (2,3, —4,-1)7T,(1,-2,1,3)T, (5,-3,-1,8)7

49.10. (3,8,-9,-5),7 (1,-2,1,3),7 (2,3, -4, —-1)T

49.11. (1,4,-2),7 (1,-3,2),T (4,3,-5)T

49.12. (—5,0,4),T (1,1,-2),7 (0,3, -1)T (2,-2,1)T

49.13. (2,1,3,1),7 (1,2,0,1),T (-1,1,-3,0)T

49.14. (1,1,0,1),7 (1,-2,2,1),7 (-3,1,-3,-1)T

49.15. (2,1,3,-1),7 (-1,1,-3,1),7 (4,5,3,-1) (1,5,-3,1)7
49.16. (0,1,7,-1),7(2,1,-3,1),7 (-3,0,2, )T (1,-1,4,0)T
49.17. (1,1,3,1),7 (3,-1,2,4),7 (2,2,7,—1)7T

49.18. (5,4,2),7 (-1,-1,-1),T (-3,-2,0)T

4.9.19. Rozhodnéte o linedrni zavislosti ¢i linedrni nezavislosti nasledujicich vektort
(1,2,3,-4),7(2,3,-4,1),7 (2,-5,8,-3)T, (5,26, -9, —12)7 (3, —4,1,2)7.

4.9.20. Zjistéte, zda vektor x = (6,9,14)7 patii do vektorového prostoru, ktery je
generovéan vektory u = (1,1, )T, v = (1,1,2)T aw = (1,2, 3)T.

4.9.21. Zjistéte, zda vektor x = (6,2, —7)7 patii do vektorového prostoru, jehoZ bazi
tvoii vektory u = (2,1, -3)T,v = (3,2,-5)Taw = (1,-1,1)7.

4.9.22. Naleznéte bazi a dimenzi vektorového prostoru
W =1[(1,0,0,-1)7,(2,1,1,0)7, (1, 1,1,1)7, (1,2,3,4)7,(0,1,2,3)].

4.9.23. Naleznéte bazi vektorového prostoru
W = [(57 27 _37 1)T7 (4a ]-7 727 3)T, (17 ]-a 71; 72)Ta (37 4; 71) Q)T} .
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4.9.24. Naleznéte alespon tfi baze a dimenzi vektorového prostoru
W = [111, uz, us, U4] ,kdeu; = (27 1,-3, 1)7 Uz = (47 2, -6, 2)7 us = (6a 3,9, 3)
aug =(1,1,1,1).

4.9.25. Z mnoziny generatori {uy, uz, us, ug, us} vektorového prostoru W, kde
u; = (1,2,3),u2 = (2,3,4),uz = (3,2,3),uq = (4,3,4) aus = (1,1,1), vyberte
vektory, které tvoii bazi vektorového prostoru W'.

4.9.26. Naleznéte vSechny hodnoty redlného parametru A, pro ktery vektor
x = (7,—2, ) je linedrni kombinaci ti vektord uy, uz, ug, kde je uy = (2,3,5),
Uz = (3, 7, 8) aug = (1, —6, 1).

4.9.27. Naleznéte v§echny hodnoty redlného parametru \, pro ktery vektorx = (1,3,5
je linedrni kombinaci ti vektord uiy, uz, ug, kde us = (3,2,5), uz = (2,4,7) a
us — (5, 6, )\)

Vysledky cviceni

491x = (-7,-97492x=-u+v493x=—-5u+4v494neni49.5je,x =
2u—v 4.9.6 patii,x = u+v—w4.9.7obapatii,x = 2u—3v+4w,y = u+5v—5ow
4.9.8 nepatii 4.9.9 linearné zavislé 4.9.10 linedrné zavislé 4.9.11 linedrné nezavislé
4.9.12 linearné zavislé 4.9.13 linearn¢ zavislé 4.9.14 linearné nezavislé 4.9.15 linearné
zavislé 4.9.16 linearné nezavislé 4.9.17 linearné nezavislé 4.9.18 linearné zavislé 4.9.19
linedrné zavislé 4.9.20 patfi, x = u + 2v + 3w 4.9.21 patii, x = u + v + w 4.9.22 di-
menze je 3, bdze je napi. mnozina {(1,0,0,-1)7,(2,1,1,0)7,(1,2,3,4)"} 4.9.23 di-
menze je 3, bdze je napt. mnozina { (5,2, —3,1)7, (4,1, -2,3)T,(3,4,-1,2)7} 4.9.24
dimenze je 2, baze je napf. mnoZina {uy, us} nebo mnozina {uz, us} nebo mnoZina
{us, us} 4.9.25 Bézi tvoii libovolné tfi vektory z mnoZiny generatord, kromé mnoZiny
{u1,u2,us} a mnoziny {us, ug,us} 4.9.26 A = 154.9.27 \ # 12

4.10 Kbvadratické formy

Tato kapitola bude opét spiSe teoretickd, a proto motivacni ivahu vynechdme. Nejprve
zavedeme pojem kvadratické formy a postupné uvedeme jejich vlastnosti a klasifikaci.
Znalosti o kvadratickych formach miZeme uplatnit napt. pfi studiu funkei vice promén-
nych.

Definice 4.10.1. Necht A je symetrickd Ctvercova matice fddu n. Zobrazeni
k:R™ — R,neboli k : x € R” — k(x) € R, pro které plati

k(x) = xTAx = 2": 2": Qi T,

i=1 j=1

se nazyva kvadratickd forma piislusna matici A. Matice A se nazyva matice kvad-
ratické formy k.

Ctvercova matice A urCuje kvadratickou formu %k jednozna¢né a naopak, kazdé
n n

kvadratické formé k(x) = > > a;;x;x; piislusi pravé jedna symetrickd Ctvercova
i=1j=1
matice.

4.66. Zapiste predpis kvadratické formy prislusné matici

Priklad 4.66
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Priklad 4.67

Reseni: Podle definice kvadratické formy rozepiSeme

3 1 —4 X1
k(X) = (Il,l‘g,l‘3) . -1 6 2 X9
2 =2 3 T3

1

= (31‘1 — X2 + 21‘3,1‘1 + 61‘2 - 2$3, 741‘1 + 2$2 + 31‘3) . o

T3

= 339? — Tox1 + 22371 + T122 + 6393 — 2x329 — 4x173 + 22023 + 3z§

= 32% — 22123 + 623 + 3x§.

V dalsim pfikladu situaci otocime.

4.67. Naleznéte matici kvadratické formy
k(x) = =523 + 2129 + 725 + 62073 — 8773.

Reseni: V predeslém piikladu jsme si uvédomili, Ze koeficienty stojici v predpisu kva-
dratické formy pied 22, pro i = 1,2, 3, leZ{ v matici kvadratické formy na diagondle.
Matice kvadratické formy je symetrickd, a proto polovina hodnoty koeficientu stojictho
pied vyrazy x;x;, kde i,j = 1,2,3, v predpisu kvadratické formy leZi v matici kva-
dratické formy v ¢-tém fadku a j-tém sloupci a druhd polovina v j-tém fadku a i-tém
sloupci. Soucin x; 23 se v predpisu nasi kvadratické formy nevyskytuje, koeficient pfed
nim je nula. Proto v matici nasi kvadratické formy bude v prvnim fadku a tfetim sloupci
nula. A stejné tak i prvek ve tfetim fddku a prvnim sloupci bude nulovy. V naSem pfi-
kladu dostdvame matici kvadratické formy

-5 1 0
17 3
0 3 -8

Definice 4.10.2. Necht’ A je diagondlni matice fddu n a necht’ A je matice kvadra-
tické formy k(x). Rekneme, Ze kvadraticka forma p¥islusné takovéto matici A je v
kanonickém tvaru.

Pokud se v predpisu kvadratické formy se nachdzeji pouze ¢leny 2, pozndme, Ze
je kvadratickd forma v kanonickém tvaru. Napiiklad matice kvadratické formy tvaru
k(x) = 2% + 423 — 22 + 722 je matice

2 0 0 O
04 0 O
0 0 -1 0
00 0 7

Definice 4.10.3. Kvadratickd forma k(x) se nazyva
a) pozitivné definimi, jestlize k(x) > 0 pro vSechna nenulovd x € R™,

b) pozitivné semidefinitni, jestlize k(x) > 0 pro vSechna x € R™ a existuje
nenulovy vektor x € R™, pro ktery k(x) = 0,

¢) negativné definitni, jestlize k(x) < 0 pro vSechna nenulovd x € R,

d) negativné semidefinitni, jestlize k(x) < 0 pro vSechna x € R” a existuje
nenulovy vektor x € R™, pro ktery k(x) = 0,

e) indefinitni, jestlize existuji vektory x,y € R”, pro které k(x) > 0 a
k(y) < 0.
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Z Definice 4.10.3 vidime, Ze kvadratické formy rozliSujeme podle toho, zda kva-
dratickd forma pfifazuje jakémukoli vektoru x € R™ hodnoty pouze kladné, zdporné,
nekladné ¢i nezdporné. Je napriklad ziejmé, Ze kvadratickd forma dana predpisem

k(x) = 222 + 723 + 523

je pozitivné definitni. Totiz kazd4 slozka x; vektoru x se v pfedpise vyskytuje v druhé
mocniné a druhé mocniny jakéhokoli nenulového Cisla jsou kladné a kladné ndsobky
kladnych ¢isel jsou opét kladna isla. Nakonec soucet kladnych hodnot je opét hodnota
kladnd. Navic neexistuje Zddny nenulovy vektor, pro ktery by platilo k(x) = 0.

Vime jizZ, Zze kazda kvadratickd forma jednoznacné urCuje symetrickou Ctverco-
vou matici a naopak. V ndsledujici definici je uvedeno, jak l1ze rozliSovat druhy syme-
trickych ¢tvercovych matic fadu n.

Definice 4.10.4. Symetricka ¢tvercova matice A fadu n se nazyva
a) pozitivné definitni , jestlize xT Ax > 0 pro viechna nenulovd x € R”,

b) pozitivné semidefinitni, jestlize xT Ax > 0 pro viechna x € R" a existuje
nenulovy vektor x € R™, pro ktery x7 Ax = 0,

c) negativné definitni, jestlize xT Ax < 0 pro vSechna nenulovd x € R”,

d) negativné semidefinitni, jestlize x* Ax < 0 pro viechna x € R" a existuje
nenulovy vektor x € R™, pro ktery x7 Ax = 0,

e) indefinitni, jestlize existuji vektory x,y € R", pro které x’ Ax > 0 a
yl Ay < 0.

Odtud plyne, Ze Ctvercova symetrickd matice A je pozitivné definitni, pokud kvadra-
tickd forma prislusnd matici A je pozitivné definitni. Obdobné pro ostatni typy kvadra-
tickych forem.

4.68. Urcete, jakého typu je symetrickd Ctvercovd matice Priklad 4.68

-2 0 0 0
0 -5 0 0
A= 0 0 -3 0
0 0 0 -1

ReSeni: Pro zadanou matici A a pro x € R* rozepiSeme vyraz x* Ax.

-2 0 0 0 T
0 -5 0 0 T
T g — (o o 2
x' Ax = (21, 22,23, 24) 0 0 -3 0 s
0 0 0 -1 T4

T

= (72$1, 75%27 73%37 *$4) 2

T3

Ty

_ 2 2 2 2
= —2x7 — dx5 — 3x3 — 274

Je snadné nahlédnout, Ze tento vyraz bude zaporny pro jakykoli redlny vektor x. VSechny
koeficienty v piedpisu jsou zdporné a vSechny slozky vektoru x se objevuji jen ve dru-
hych mocnindch. Vyraz x¥ Ax bude pro jakykoli nenulovy vektor x zéporny. Zadan4
matice je negativné definitni, tudiZ i kvadratickd forma pfislu$na této matici je negativné

definitni.
4.69. Urcete, jakého typu je symetricka ¢tvercovd matice Priklad 4.69
5 0 0 0
0 200
A= 0 0 0O
0 0 0 8
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Resent: Vyraz xT Ax, kde x € R*, se zadanou matici A rozepiSeme.

0 0 O 1
2 0 0 T
x! Ax = (z1, 29,73, 74) 00 0 aci
0 0 8 T4

5
0
0
0
T
= (521, 232, 0, 874) ?
T4

= 57 + 223 + 827

Zajim4 nds znaménko tohoto vyrazu pro vektory x € R*. ProtoZe prvni, druhd a &tvrtd
slozka vektoru x € R* se ve vyrazu objevuje ve druhé mocniné a je nasobena klad-
nym &islem a pak setena, vyraz 523 + 223 + 8z% bude mit minimdlni moznou hod-
notu nula, neboli x7 Ax > 0 pro libovolné x € R*. Pokud nalezneme nenulovy vek-
tor, pro ktery x” Ax = 0, miiZeme ¥ici, Ze matice je pozitivné semidefinitni. Rovnice
527 + 223 + 823 = 0 bude platit pouze pro 1 = 22 = x4 = 0 . Déle vidime, Ze
tieti slozka vektoru x vyraz x* Ax viibec neovlivni. Z toho plyne, Ze pro kazdy vektor
(0,0,13,0),kde 23 # 0 plati, 7e x” Ax = 0. Nagli jsme tedy nenulovy vektor x € R*,
pro ktery x7 Ax = 0. Zjistili jsme, Ze matice A je pozitivné semidefinitni. Tato matice
je prisluind kvadratické formé k(x) = 522 + 223 + 827 a tato forma je v kanonickém
tvaru.

Jak jsme v tomto piikladé vidéli, urcit typ kvadratické formy, pokud tato je v ka-
nonickém tvaru, neni obtizné. Pfi urCovani typu kvadratické formy v kanonickém tvaru
hréla rozhodujici roli znaménka koeficientii pfed vyrazy z? v predpisu kvadratické
formy. Pokud se podivdme na matici prislusné ke kvadratické formé, pak o typu kvadra-
tické formy v kanonickém tvaru rozhoduji znaménka prvki diagondlni matice pfislusné

této kvadratické formé. O tom hovofi nasledujici vlastnost.

Véta 4.10.5 (Vztah kvadratické formy v kanonickém tvaru s pfislu$nou diagondlni ma-
tici). Necht’ k je kvadratickd forma v kanonickém tvaru s diagondlni matici kvadratické
formy D, jejiZ diagondlni prvky oznacime dy,ds, . . ., d,. Pak

a) kvadratickd forma (ale i matice D) je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz d; > 0
provSechnai=1,...,n,

a) kvadratickd forma (ale i matice D) je pozitivné semidefinitni prdavé tehdy, kdyz
d; > 0 pro vS§echnai = 1,...,n a alespori jedno d; = 0,

a) kvadratickd forma (ale i matice D) je negativné definitni prdvé tehdy, kdyz d; < 0
pro vsechnai=1,...,n,

a) kvadratickd forma (ale i matice D) je negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz
d; <0 provsechnai=1,...,na alespori jedno d; = 0,

a) kvadratickd forma (ale i matice D) je indefinitni prdvé tehdy, kdyZ existuji takovd
iaj,prokterdd; < 0ad; > 0.

Podle této vlastnosti je vySetfeni typu kvadratické formy v kanonickém tvaru ve-
lice jednoduché. Jak ale urcit typ kvadratické formy, kterd neni v kanonickém tvaru?
Nejprve pripomeneme vlastnost symetrickych matic.

Véta 4.10.6 (Vlastnost symetrickych matic). Ke kaZdé symetrické matici A existuje
reguldrni matice B tak, Ze plati BT AB = D, kde D je diagondini matice.

Odtud plyne, 72 BT AB = D. ProtoZe matice B je reguldrni matice, a tudi* k ni
existuje inverzn{ matice, plati A = (B~1)T DB~!. Pak miZeme s vyuZitim vlastnost{
transpovanych matic psat

k(x) =x"Ax =xT(B"Y)T'DB 'x = (B 'x)" DB 'x.
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Nakonec oznaéime-li y = B~ !'x, dostaneme kvadratickou formu s diagonalni matic{
k(x) =y Dy.

Zname jiZ dpravy, pomoci nichZ ziskdvame v matici nulové prvky pod i nad di-
agondlou. Tato matice B tedy zachycuje ndim zndmé upravy. Vidime, Ze kazdou sy-
metrickou matici miiZzeme jistymi Upravami na fadky i sloupce prevést na diagondlni
matici. Tyto dpravy budou shodné s ipravami, které slouZily k uréeni hodnosti matice,
aZz na dvé vyjimky. Jednak za kazdou dpravou provedenou na fddky musi nasledovat
stejnd dprava provedend na sloupce (po kazdé tpraveé na fadky a ndsledné sloupce musi
matice zlistat symetrickd). Za druhé nevynechavame fadek ¢i sloupec, ktery je linedrni
kombinaci ostatnich. Tyto naSe tvahy zformulujeme do dalsi vlastnosti.

Véta 4.10.7 (Vztah kvadratické formy a kvadratické formy v kanonickém tvaru). Kaz-
dou kvadratickou formu je mozné reguldrnimi vipravami pievést na kvadratickou formu
v kanonickém tvaru.

Tato vlastnost ndm déva odpovéd’ na otazku, jak urcit typ kvadratické formy, ktera
neni v kanonickém tvaru. Matici kazdé kvadratické formy pfevedeme na matici diago-
nélni. Nakonec jen zapiSeme kvadratickou formu pfislu§nou této diagondlni matici.

4.70. Kvadratickou formu k(x) = 227 + 62112 + 22123 + 72% + 8123 + 223 preved'te Piiklad 4.70

na kvadratickou formu v kanonickém tvaru.

Reseni: Nejprve zapiSeme matici piislusnou zadané kvadratické formé. Tato matice ma

2 31
tvar A = 3 7 4 | .V dané matici budeme postupné ,,ziskdvat* nuly stejnymi
1 4 2

Upravami, které jsme pouzivali ke zjisténi hodnosti matice. KaZdou operaci na tadky
provedeme bezprostfedné i na piislusné sloupce.
-3+

o

1 -3 2 3 1 2 0 1
4 |-23+ ~10 =5 5 ~10 —-10 5
2 1 4 2 1 5 2

— W N
= W

Ziskali jsme opé€t symetrickou matici. Nyni provedeme upravy, které vynuluji prvek
ve tfetim fadku a prvnim sloupci a prvek ve prvnim fadku a tfetim sloupci.
-1 +

T,

2 0 1 1 2 0 1 2 0 0
0 —10 5 ~(0 =10 5] ~[0 —10 10
1 5 2] |2+ 0 10 3 0 10 6

Nakonec stacf ziskat nulu ve druhém sloupci a tretim fddku. Upravou na sloupce zis-
kdme nulu ve druhém fadku a tfetim sloupci.

1 +
1
2 0 0 2 0 0 2 0 0
0 —10 10 1 ~(0 —10 10] ~|0 =10 O
0 10 6 J + 0 0 16 0 0 16
2 0 0
Danou matici A jsme prevedlinamatici D= 0 —10 0 . Kvadraticka forma
0 0 16

prislusna této diagondlni matici je v kanonickém tvaru ndsledujici
k(x) = 2y7 — 10y3 + 16y3.

Z tohoto tvaru kvadratické formy v kanonickém tvaru také plyne, Ze zadand kvadratickd
forma je indefinitni.
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Priklad 4.71

Dodejme, Ze prevod matice na diagondln{ tvar neni jednoznacné ureny. Pocet
kladnych, zdpornych, piipadné nulovych prvkid ve vysledné diagondlni matici je vSak
uréen jednoznacné .

Toto neni jediny zpisob, jak urcit typ kvadratické formy. Nésledujici vlastnost nds
upozorni, Ze typ kvadratické formy se dé také urCit pomoci charakteristickych Cisel
matice prislusné kvadratické formé.

Véta 4.10.8 (Existence linedrn{ transformace pfevodu kvadratické formy na kanonicky
tvar). Necht’ A je Etvercovd symetrickd matice Fddu n a oznaéme jeji charakteristickd
Cisla A1, Aa, . .., Ay Pak existuje reguldrni linedrni transformace y = Cx, kterd p¥e-
vddi kvadratickou formu k(x) = x* Ax na kanonicky tvar

E(x) = My? + doyd + .. Ayl

4.71. Pomoci charakteristickych ¢isel matice A = ( /—61 5 41 g

) rozhodnéte o typu
kvadratické formy prislusné této matici.

Reseni: Vytesime charakteristickou rovnici det(A — AI) = 0.

(i )32

6—X 15
15 4-—2)\

(6-—XN)4—-X)—15=0
9—10A+ X2 =0
A=1(A=9)=0

-

ot

Charakteristickd Cisla matice A jsou Ay = 1 a Ao = 9. Kvadratickou formu pfislusnou

matici A mGzeme tedy vyjadfit ve tvaru k(x) = y? + 9y3. JelikoZ jsou ob& vlastni ¢isla
kladna, kvadraticka forma je pozitivné definitni.

Nakonec uvedeme vlastnost, kterd ukdze, Ze 1ze urcit nékteré typy kvadratickych
forem pomoci jistych determinantd. Nejprve musime zavést jisté znaceni. M&jme Ctver-
covou matici A = (a,-j )l j=1,...,n- Oznatme D; determinant takové matice, kterd vznikne
z prvnich 4 fadki a prvnich ¢ sloupcti matice A, neboli

air a2 - Q14
D; = Q21 Qg2 - 424
Qi1 Q2 o Qg
Véta 4.10.9 (Sylvestrova véta). Necht' A = (a;j) je symetrickd ¢tvercovd matice

Fddu n a k je kvadratickd forma prislusnd matici A. Pak

a) kvadratickd forma k je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZ D; > 0 pro vSechna
1=1,...,n,

b) je negativné definitni prdavé tehdy, kdyZ D; > 0 pro v§echna sudd i a D; < 0 pro
vSechna lichd 7.

c) jestliZe existuje sudé i takové, Ze D; < 0, nebo pro lichd i, j takovd, Ze D; < 0 a
D; > 0, pak kvadratickd forma k je indefinitni.

Zdtraznéme, Ze podle Sylvestrovy véty 1ze rozhodnout jen o pozitivni definitnosti
¢i negativni definitnosti kvadratické formy. Bod za [c)] v Sylvestrové vété je jen impli-
kaci. Tedy podle této véty urcime indefinitn{ kvadratickou formu jediné v piipade, Ze
je splnén predpoklad za [c)]. Pokud nejsou splnény predpoklady [c¢)], neznamend to, Ze
by kvadratickd forma nemohla byt indefinitni. Navic semidefinitni kvadratické formy
pomoci této véty neurcime.
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4.72. Pomoci Sylvestrovy véty urCete typ kvadratické formy &, kde Priklad 4.72

k(x) = 827 — 8x129 + 323 — dxoxs + T3

8§ —4 0
Reseni: ZapiSeme matici kvadratické formy k. | —4 3 —2 | apostupné vypo-
0o -2 7

¢teme determinanty Dy, Do, Ds.

Dy =16/=6>0

DQ‘ _84 _34‘:8-3—(—4).(—4):24—16:8>0
8 —4 0
Ds=| -4 3 -2
0o -2 7
=8-3-7T+(—4)-(=2)-04+0-(—=4)-(=2)—0-3-0-8-(=2) - (-2)—
—(=4)-(-4)-7
=24>0

VSechny determinanty D1, D2, D3 jsou kladné, a tudiZ podle Sylvestrovy véty je za-
dand kvadraticka forma pozitivné definitni.

4.73. Rozhodnéte o typu kvadratické formy Priklad 4.73

k(x) = 202 — 412y + 222
Reseni: Pokusime se o typu kvadratické formy rozhodnout pomoci Sylvestrovy véty.
Matice této kvadratické formy je < _9 73

D1, Ds.

>. Nasledné vypolteme determinanty

Dy =

-2 2

ProtoZe determinant D5 je nulovy, nelze podle Sylvestrovy véty rozhodnout o typu
kvadratické formy. Mlizeme pouze podle Sylvestrovy véty Fici, Ze zadand kvadraticka
forma nenf ani pozitivné definitni ani negativné definitni. O typu této kvadratické formy
rozhodneme tedy podle kanonického tvaru zadané kvadratické formy.

1+
i
2 -2 1 2 -2 20
<—2 2)3+ N(o o) N(o 0)
Tato matice v diagondlnim tvaru ma prvky na diagondle d; = —1 a dy = 0. Pfislu$nd
kvadratickd forma md tvar k(x) = 227 a je pozitivné semidefinitni. Nakonec jesté

uréime typ této kvadratické formy pomoci vlastnich ¢isel matice kvadratické formy.

(%))

‘ 272>\ 272/\ ‘:0
(2-X)°=(-2)(-2)=0
A =41 =0
A=4A=0

2 w2

Posledni{ rovnice mé feSeni A = 4 a A = 0. Jedno charakteristické ¢islo matice kva-
dratické formy je kladné, druhé je nulové. I pomoci charakteristickych ¢isel matice
kvadratické formy jsme si ovéfili, Ze kvadraticka forma je pozitivné semidefinitni.
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411 Cviceni

Naleznéte matice ndsledujicich kvadratickych forem.
4.11.1. k(x) = 222 + 6z122 — 23

411.2. k(x) = —53:% — 3x122
4.113. k(x) = 422 + %xlmg + 923

(

(
4.11.4. k( 2

(

(

(

X) = 330% + 4dx1x9 — 22123 + 536% + 4xows — 84
4.11.5. k
4.11.6. k(x
411.7. k(x

=22 — 22129 + Sx123 — Hd — 923

= —T2? — 23129 + 4w124 — 525 — 8x273 — 973 + 62974

Naleznéte predpisy kvadratickych forem prisluSnych k ndsledujicim maticim.

1 3 -6 0 —1
4.118. <3 _2> 4.11.11. 0 2 2
. -1 2 -3

4.119. ( 9 5 )
0 1 0
4 9 41112 | 17 -3
4.11.10.( 0 1) 0 -3 5

Urcete typy nasledujicich kvadratickych forem.
4.11.13. k(x) = 2% + 2x122 — 42103 + Sl — 423
4.11.14. k(x) = 2?2 + 2x129 + 223 + 42923 + S’

(x)
4.11.15. k(x) = =322 + 6x122 + 22103 — 423 — da003 — 223
4.11.16. k(x) = 23 — x122 + 13 — 1273 + 422
4.11.17. k(x) = 2?7 — 4z129 + 23 — 42003 + 23
4.11.18. k(x) = w122 + T123 + X223
4.11.19. k(x) = 32? + 4129 + 423 — dwoxs + 53
4.11.20. k(x) = 222 + 41209 — 41123 + 523 — 87973 + 573
4.11.21. k(x) = 722 — 8x129 + 523 + S8wax3 + 323
4.11.22. k(x) = 27 — 4w122 + 62123 + 423 — 127923 + 923
4.11.23. k(x) = T2? — 4x129 + 623 — dwox3 + 5l
4.11.24. k(x) = —2? — 4129 — 22103 — 523 + 22005 — 1323
Vysledky cviceni
2 1
4.11.1 ( g f’l ) 4.112 ( :g 3 ) 4113 ( ‘f é ) 4114 3 5 2
p 1 -1 2 -8
-1 0 -3 1 -1 3 j:éi;
4.11.5 0 7 —4 4116 -1 -5 O 4.11.7
-3 -4 0 20 -9 0 A9
2 2 3 0 0

4118 k(x) = 23461122 — 273 4.11.9 k(x) = —4x1 22+ 523 4.11.10 Tato matice nen{
symetrickd, nemiZze byt matici kvadratické formy 4.11.11 kvadraticka forma ma predpis
k(x) = =622 —2z123+ 223+ 4x0m3 — 323 4.11.12 k(x) = 22122+ 723 — 62003+ 523
4.11.13 indefinitni 4.11.14 pozitivné definitni 4.11.15 negativné definitni 4.11.16 pozi-
tivné definitni 4.11.17 indefinitni 4.11.18 indefinitni 4.11.19 pozitivné definitn{ 4.11.20
pozitivné definitni 4.11.21 indefinitni 4.11.22 pozitivné semidefinitni 4.11.23 pozitivné
definitni 4.11.24 negativné definitn{



Kapitola 5

Funkce

5.1 Mnoziny realnych cisel

V nésledujicich ¢astech této kapitoly budeme pracovat s redlnymi Cisly. Nebudeme se
zde poustét do podrobného popisu teorie redlnych &isel'). Budeme v§ak predpokladat,
7e jsou zndmy zdkladn{ vlastnosti redlnych ¢isel jako jsou asociativnost, komutativnost,
distributivni zdkon a dalsi. Stejné tak predpokladdme znalost zdkladnich operaci s redl-
nymi ¢isly.

Pripomeneme Casto pouZivané vyjadfeni redlnych ¢isel pomoci bodt na rediné ¢i-
selné ose. Na ptimce vybereme jeden bod a oznacime ho jako tzv. poldtek osy. Dile
uréime ,,méfitko piimky a to tak, Ze na pfimce ur¢ime bod, ktery ma od pocéatku
osy jednotkovou vzdélenost, tj. vzdalenost, kterd je rovna jedné. Zndme-li jednotko-

Obrazek 5.1: Reélna &iselnd osa

vou vzdalenost, jsme schopni vyjadrit vzdalenost kazdého bodu od pocatku. Kazdému
bodu pfimky je tak prifazeno Cislo, které vyjadiuje jeho vzdélenost od pocatku v tom
smyslu, Ze pokud se bod nachdzi na redlné ose ve vzdalenosti a vlevo od pocatku, po-
tom jemu odpovidajici &islo povazujeme za zdporné redlné &islo —|al. Casto pak misto
o &islu hovotffme o bodu a naopak?). Budeme tedy mluvit napf. o bodu deset a budeme
mit na mysli ¢islo 10. Je zfejmé, Ze pocdtku je ptifazeno Cislo 0. Ddle budeme tikat, Ze
vzdélenost bodi z a y je z a budeme tim rozumét to, Ze mezi body (Cisly) z, y, z plati
vztah |z — y| = |y — x| = =.

5.1.1 Intervaly realnych ¢isel

Casto pouZivanym terminem v souvislosti s redlnymi &isly je pojem intervalu. Jedn4 se
o mnoZinu bodi (pfenesené redlnych Cisel), kterd na redlné ose vymezi jistou dsecku
nebo (polo)piimku. Intervaly déle délime na oteviené, uzaviené, polooteviené, nebo
polouzaviené. P¥i jejich popisu budeme predpokladat, Ze a a b jsou redlna Cisla a plati
a <b.

Otevieny interval od a do b, znacime (a, b), je mnoZina vSech redlnych &isel x, pro
néz plati vztah ¢ < x < b. Oba krajni body intervalu, tj. a a b, podle této definice do
intervalu (a, b) nepatfi. Matematicky zapsano

(a,b) ={x € R; a < x < b}.

B Zajemce o tuto teorii Ize odkazat napf. na knihu [9].
2) Zpotitku budeme na tuto analogii upozoriiovat. Pozd&ji ji budeme pouZivat, aniz bychom toto zdd-
raznili.
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L 4

E 4

a b

a b

a b
— : o—
a—19 a a-+o6
—o o o—
a—19 a a-+o0

Uzavieny interval od a do b, znalime (a,b), je mnoZina vSech redlnych &isel x, pro
néz plati vztah a < x < b. Oba krajni body intervalu, tj. a a b, podle této definice do
intervalu (a, b) patii. Matematicky zapsdno

(a,by ={x € R; a <z < b}.

PolootevFeny interval od a do b, znatime (a, b), je mnoZina vech redlnych &isel x, pro
néz plati vztah a < & < b. Z obou krajnich bodd « a b je prvkem mnoZiny (a, b) pouze
bod b. Matematicky zapsano

(a,b) ={z € R; a < x < b}.

Polouzavienym intervalem od a do b, znacime (a, b), rozumime mnoZinu vSech redl-
nych Cisel x, pro kterd plati nerovnost a < x < b.Z obou krajnich bodti a a b je prvkem
mnoziny (a, b) pouze bod a. Matematicky zapsiano

(a,b) ={x € R; a <z < b}.

Vsechny tyto mnoZiny piedstavuji tzv. ohranic¢ené mnoZiny. Kromé nich pouZzi-
véme i tzv. neohranicené intervaly (a, o), {(a, 00), (—00, b) a (—o0, b), kde

(a,00) ={x € R; x > a}, (a,00) ={z e R; z > a},

(—00,b) ={z € R; z < b}, (—o00,b) ={z € R; z <b}.
Pro mnoZinu v8ech redlnych &isel tedy plati R = (—o0, 00).

Poznamka 5.1.1. JiZ vime, Ze krajni body @ a b nepati{ do otevieného intervalu (a, ).
Proto otevieny interval (a,b) neobsahuje své minimum, tj. &islo, které je mensi nez
ostatni prvky mnoziny. Pro kazdé = € (a,b) lze totiZ najit &islo ¢ € (a,b) takové, Ze
¢ < x. Snadno ovéfime, Ze napf. bod ¢, ktery je aritmetickym primérem Cisel a a z,
je prvkem intervalu (a,b) a je mensi neZ x. ProtoZe x je libovolny prvek z intervalu
(a,b), je ztejmé, Ze ke kazdému &islu © € (a, b) existuje &islo, které lezZ{ v intervalu
(a,b), a ptitom je mensi neZ x. Proto na intervalu (a,b) neexistuje prvek s nejmensi
hodnotou. Podobnym zpisobem miZeme odvodit, Ze otevieny interval neobsahuje ani
své maximum, tj. prvek, kterd ma nejveétsi hodnotu ze vSech ¢isel v daném intervalu.

5.1.2 Okoli bodu

V nékterych dileZitych definicich budeme potfebovat pojem okoli bodu. Mluvime-li o
okoli bodu a, zna¢ime O;(a), jde o mnoZinu redlnych &isel x, pro kterd plati nerovnice
|z — al < d,tedy

Os(a) ={z €R; |z —a| <} =(a—0,a+9).

Cislo 6 nazyvime polomér okoli bodu a. Z geometrického hlediska jde o mnoZinu viech
bodi x, jejichz vzddlenost od bodu a je mensi nez polomér §. Casto budeme pouZivat
pojem prstencového okoli bodu a. MiZeme si ho predstavit jako okoli bodu a ochuzené
o stfed, tedy o bod a. Prstencové okoli bodu a budeme znacit symbolem Ps(a) a plati

Ps(a) =Os(a)\{a} ={z eR;0< |z —a| <0} = (a—6,a) U (a,a+ ).

Budeme potfebovat i tzv. pravostrand a levostrand okoli bodu. Levostrannym okolim
bodu a nazgvime mnoZinu Py (a) = (a — 6, a), pravostrannym okolim bodu a nazy-
vadme mnoZinu P;" (a) = (a,a + §).

Z uvedeného popisu je zfejmé, jakd je souvislost mezi nerovnicemi |z — a| <
a okolim bodu a. Napf. feSenim nerovnice |z — 3| < 5 jsou vSechna z € (—2,8).
Tyto body piedstavuji okoli bodu x = 3 s polomérem § = 5. Analogicky jsou feSenim
nerovnice [x+2| < 1 vSechnaz € (—3, —1). Tyto body pfedstavuji okoli bodu x = —2
s polomérem 6 = 1.
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5.1. Vyjadrete prstencové okoli bodu z = 2 s polomérem § = 3 pomocf intervalu
a jako mnoZzinu vSech feseni nerovnice s absolutni hodnotou.

Reseni: Do prstencového okoli bodu 2 = 2 s polomérem § = 3 patii viechny body
(s vyjimkou x = 2), jejichZ vzdalenost od bodu x = 2 je mensi nez tfi jednotky. Je
tedy O3(2) = (—1,2) U (2,5). Tuto mnoZinu tvoii i v§echny body, které jsou feSenim
nerovnice 0 < |z — 2| < 3.

5.1.3 Ohrani¢ena mnoZzina. Supremum a infimum ¢iselné mnoZiny

Ohranicenou (Casto téZ omezenou) mnoZinou rozumime ¢iselnou mnozinu, jejiz vSechny
prvky jsou mens$i nez jisté (hranicni) ¢islo H a vétsi nez jiné (hranicni) ¢islo L.

Definice 5.1.2. Neprdzdnou ciselnou mnozZinu M nazyvdme shora ohranicend,
existuje-li takové Cislo H, Ze pro kazdy prvek mnoziny M plati nerovnost x < H.
Cislo H nazyvéme horni zdvora mnoZiny M .

Neprazdnou ¢iselnou mnoZinu M nazyvame zdola ohranicend, existuje-li takové
&islo K, 7e pro kazdy prvek mnoZiny M plati nerovnost L < z. Cislo L nazyvame
dolnt zdvora mnoziny M .

Neprazdnou ¢iselnou mnoZinu M nazyvame ohranicend, je-li ohrani¢end zdola i
shora.

Ohranicend je kazda Ciselnd mnoZina, kterd obsahuje své nejmensi a nejvétsi ¢islo.
Takovym pfipadem je napf. uzavfeny interval (3, 5). Zde je dolni zdvorou napiiklad
¢islo L = 3 a také jakékoliv ¢islo menSi neZ tfi. Horn{ zdvorou je ¢islo H = 5 a také
jakékoliv Cislo vétsi nez pét. VSimnéte si, Ze Cislo tfi je nejveétsi ze vSech dolnich zavor
a Cislo pét je nejmensi ze vSech hornich zévor.

Ohranicené v§ak mohou byt i mnoZziny, které neobsahuji svou nejmensi ¢i nejveétsi
hodnotu. Napfiklad otevieny interval (3, 5) je ohrani¢end mnoZina, za jeji dolni zdvoru
lze opét povaZovat &islo tfi a za horni zdvoru Cislo pét. I v tomto pfipadé jsme uvedli
zavory, které co nejvice ,,pfiléhaly* k uvaZzované mnoziné, tj. ze vSech moZnych zavor
jsme vybrali tu nejvétsi dolni zdvoru a soucasné nejmensi horni zdvoru. Takové typy
zavor jsou duleZité, a proto si pro né zavedeme zv1astni nazvy.

Definice 5.1.3. Nejmensi horni zdvoru shora ohranicené ¢iselné mnoZiny M na-
zyvame supremum mnoziny M . Nejvétsi dolni zdvoru zdola ohrani¢ené mnoziny
nazyvame infimum mnoZiny M.

Poznamenejme, Ze kazd4 neprazdna ohrani¢end mnoZzina redlnych ¢isel ma jediné
infimum a jediné supremum. Obsahuje-li mnoZzina svij nejvétsi prvek, potom je tento
prvek i supremem této mnoziny, obsahuje-li mnoZina sviij nejmensi prvek, je tento pr-
vek jejim infimem. Neobsahuje-li mnoZina svij nejvetsi, resp. nejmensi prvek, potom
bud’ neni ohranicena (a pak neexistuje jeji supremum, resp. infimum), nebo ohranicena
je, ale supremum, resp. infimum nen{ jejim prvkem. Takovym pfipadem je jiZ zmin€na
mnozina (3, 5). Infimem této mnoZiny je &islo tfi, supremem je Cislo pét - obé tato Cisla
v8ak nejsou prvky mnoZiny (3, 5).

5.2 Pojem funkce

Pouzivani matematiky k feSeni dloh v redlném svété musi byt podporeno dobrou zna-
losti zdkladnich matematickych pojmi. MozZna nejdileZitéj$im z nich je pojem funkce
- ndstroje, ktery popisuje vztah mezi dvéma ¢i vice veli¢inami.

Veli¢inu v matematice chapeme jako pojem, ktery popisuje kvantitativn{ vlastnosti
redlnych i abstraktnich objektl. Veli¢inou muze byt vyska ¢lovéka, vyse trokové miry
v bance, procentudlni podil firmy na trhu, mnozZstvi nezaméstnanych v oblasti atd. Né-
které veli¢iny mohou ménit svou velikost, napt. hmotnost ¢lovéka se méni, mnoZstvi
penéz na uctu kolisd, cena zboZ{ je proménlivd. Takové veli¢iny pak nazyvame pro-
ménnymi veli¢inami, zkrdcené proménnymi.

Priklad 5.1
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Nékdy jsme schopni popsat zpisob, kterym jedna veliCina zavisi na jiné ¢i jinych
veli¢inach. Napriklad umime urcit, jakou vzdalenost urazil automobil, zndme-li jeho
rychlost a dobu trvani jizdy. Zndme-li mnozZstvi penéz uloZenych v bance, velikost pri-
slu$né drokové miry a dobu trvéani vkladu, jsme schopni vypocitat velikost naSich tspor
véetné piipadnych trokt atd. Jindy citime, Ze néjaka veliina souvisi s dal$imi veli-
¢inami, ale neumime tento vztah vyjadfit pomoci n€jakého presného vzorce - pocet
prodanych kusi jistého vyrobku za mésic zavisi na jeho cené a na velikosti dichodu
(mnoZstvi penéz, které maji potenciondlni zdkaznici k dispozici), je vSak téméf ne-
mozné zachytit tento vztah v néjakém presném vzorci. Ve vSech té€chto piipadech 1i-
kdme, Ze dana veliCina je funkcf{ ostatnich veliin.

Priklad 5.2 5.2. Pfi hospitalizaci v nemocnici je pacientim méfena télesnd teplota. Predpokla-

dejme, Ze zdravotnf sestra provadi mefeni teploty kazdé Ctyfi hodiny. Vysledek méfeni
zanese do tabulky a graficky zndzorni ve formé grafu. Z takového obriazku lze potom
snadno vycist mnoho uZzitenych udajti. Zkuseny 1ékaf na prvni pohled pozna, jak se

T/[°C] meénila teplota pacienta a porovndnim, napt. s dobou podén{ 1€k, urci, jak pacient rea-
A1 guje na 1éky, a urci dalsi postup 1éCby.
\ Uvedeny obrazek umoziiuje prifadit k sobé hodnoty dvou riznych veli¢in - ¢asu
\ a teploty. Z matematického pohledu vnimame teplotu jako funkci ¢asu, nebot’ jsme
40 y \ schopni zjistit teplotu v konkrétnim Case.
"\ / \
39 v Historick4 poznamka
V nésledujicich odstavcich se pokusime o stru¢ny (a tudiz znaéné zjednoduseny) popis
38 vyvoje pojmu funkce. Tento popis je cenny pro pochopeni pojmu funkce a mél by vdm
pomoci pochopit, jak s pojmem funkce pracovat.

37, 5 10 15 20 _ Zérodky funkéniho mySlen{ nalezneme jiz v civilizacich starovékého Babylonu
t/[h] a Recka. Z doby zhruba 2000 let pf. n. 1. pochazeji babylonské tabulky pro vypocet
pfevracenych hodnot k zadanému ¢&islu, druhych a tfetich mocnin a odmocnin &isel.
Tyto tabulky svéd¢i o schopnosti tehdejsich lidi (alesponi nékterych) pfifazovat ¢iselnym
hodnotam dals{ ¢iselné ddaje.

Je tedy zfejmé, Ze jiz v dobach davno pred zacitkem naSeho letopoctu si lidé uve-
domovali, Ze mezi hodnotami dvou veli¢in miZe existovat néjaka souvislost, Ze hodnoty
jedné veli¢iny néjakym zpisobem zaviseji na hodnotach jiné veliciny, resp. hodnotu
jedné veli¢iny uréime (odvodime) z hodnoty jiné veliiny.

Co si Ize pod predchozi vétou predstavit? Napiiklad mnozstvi odvadénych dani z4-
viselo na poctu ¢lent rodiny - ¢im vétsi pocet ¢lenti rodiny, tim vétsi dané k zaplacent;
¢im veétSi méstské hradby, tim vice stavebniho materidlu je nutné dovézt atd. Toto uvé-
doméni si moZnosti vzdjemné z4vislosti dvou (¢i vice) veli¢in pfedstavuje prvni krok
k vytvoreni pojmu funkce.

K vyraznému posunu ve vyvoji pojmu funkce doslo na pfelomu 16. a 17. stoleti.
V této dobé se zaCala rozvijet moderni fyzika. Védci jako napf. GALILEO GALILEI
(1564 - 1642) nebo JAN KEPLER (1571 - 1630) studovali fyzikdlni problémy spojené
s pohybem. Hledali pfitom vhodny néstroj pro popis sledovaného pohybu. Neslo pritom
pouze o feseni znamych pohybovych tiloh (jakou drdhu urazi dané téleso pii dané rych-
losti za dany cas). Védci této doby se snazili popsat kiivky, po kterych se dand télesa
pohybuji (napft. popis pohybu nebeskych téles na obloze - mozna si vzpomenete na tzv.
Keplerovy zdkony o pohybu nebeskych téles).

Algebraicky (Ciselny) popis kfivky byl umoZnén dal§im matematickym objevem,
ktery ucinil RENE DESCARTES (1596 - 1650). Descartovi vdé¢ime za myslenku tzv.
soufadnych os a za moznost vyjadtit polohu bodu pomoci soutfadnic, tedy pomoci ¢i-
sel. Pojem funkce poprvé pouzil GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 - 1716) jako
veli¢inu spojenou s kfivkou. Pojem se ujal, i kdyZ v blizké budoucnosti byl upraven do
ponékud jiné podoby.

V roce 1718 definoval JOHANN BERNOULLI (1667 - 1748) funkci jako kazdy
vyraz, ktery je mozné vytvorit z proménné a néjaké konstanty. V roce 1748 vydal LE-

voev,

ONHARD EULER (1707 - 1783) jednu z nejvlivnéjSich u¢ebnic matematiky Introductio
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in analysin infinitorum. V této knize Euler stanovil funkci dstfednim pojmem matema-
tiky a uvedl jeji definici v t€ podobé, v jaké jste se s ni setkali pfi své Skolni vyuce:
,Funkce proménné veli¢iny je analyticky vyraz sloZeny libovolnym zplsobem z této
proménné veliCiny a z Cisel nebo konstantnich veliCin.* Podle této definice miizeme
napf. povaZovat za funkci nésledujici rovnosti

Y = 322 — 5 + 12, resp. % + y2 =0.

Je vidét, Ze miZeme sestavit velké mnozstvi funkci. K jejich odliSeni se proto zacala
pouzivat riznd pismena abecedy (dnes nejCastéji f, g atd.). V roce 1734 zalal ALEXIS
CLAUDE CLAIRAUT (1713 - 1765) pouzivat symbol f(x) k vyjddfeni hodnoty funkce f
v bod€ x. Rovnici y = 5z + 6 Ize potom zapsat funkénim zdpisem f(x) = 5z + 6.
Misto slovniho vyjadfenti: ,.¢islu x = 3 pfifadime hodnotu y = 21, fekneme: ,,funkéni
hodnota v bodé x = 3 je rovna 21,“ a dané tvrzen{ zapiSeme vyrazem f(3) = 21.

V druhé poloviné 18. stoleti se predstava o pojmu funkce posunula do obecnéjsi
polohy, ve které k uréeni vztahu mezi dvéma, resp. vice proménnymi nebylo tfeba znat
konkrétni vzorec, podle kterého se vypocitd funkéni hodnota. Prikopnikem tohoto p¥i-
stupu byl JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768 - 1830). Podle Fouriera k zave-
deni funkce stacilo znét predpis, ktery prvku z defini¢niho oboru funkce ptitadi funkéni
hodnotu funkce, a tento predpis nemusi mit podobu néjaké rovnosti ¢i jiného vzorce.
K urcenfi funkce tak staci znat jakékoliv pravidlo, které ¢iselné hodnoté proménné x
prifadi ¢iselnou hodnotu pro proménnou y. Typickym piikladem je napf. definice tzv.
Dirichletovy funkce: ,,Je-li x raciondlni ¢islo, potom hodnota y je rovna nule, pokud je
z iraciondlni ¢islo, potom je y rovno jedné.* Jisté si dokdZete uvédomit, jaké zobecnéni

oproti minulosti tato definice pfinasi. Pokuste si napiiklad ptfedstavit kfivku, kterd je
definovana touto funkci.

JiZ zminény LEJEUNE DIRICHLET (1805 - 1859) pak rozsitil vySe uvedenou defi-
nici funkce o podminku, aby konkrétni hodnoté x prislusela jedine¢né (jedind) hodnota
proménné y. Tato podminka je rozumnd a odpovidd zplisobu naseho uvazovani. Jisté
chceme, abychom pfi modelovani problémd ze skute¢ného svéta pro konkrétni hodnotu
proménné x dostali konkrétni, tj. jedinou, hodnotu proménné y. UvazZujme naptiklad
situaci, ve které do banky uloZime jisty penézni obnos a sledujeme, kolik penéz dosta-
neme na trocich po uplynuti jisté doby. Proménné x (doba trvani vkladu) zde prifazu-
jeme hodnotu y (vySe pripsanych troki). Neni mozné ¥ici, Ze po sedmi letech trvani
vkladu dostaneme na drocich pét rizné velkych penéznich castek ve formé droki.

Je vhodné si uvédomit, Ze Dirichletova podminka je natolik silnd, Ze né€které ,,dii-
vé&jsi funkce ™ jiz podle této definice nejsou funkcemi. Vzpomenme napiiklad na rovnici
22 + y? = 9. Tento predpis dle Eulerovy definice miiZzeme povazovat za funkci, podle
Dirichletovy definice jiz ale funkei neni. Napiiklad pro hodnotu x = 0 mtze byt y = 3,
ale také y = —3. Jedné hodnoté x prislusi dvé rizné hodnoty y, coZ je v rozporu se
soucasné prijimanou definici, a proto takto definovany vztah mezi proménnymi z a y
nepovazujeme za funkci.

Jednim z cilti nésledujicich ¢asti uebnice je vytvofit v ctendfi predstavu o tom, jak
Ize pomoci pojmu funkce popsat vztah mezi riznymi prom&€nnymi. Tento vztah bude
nejcastéji popsdn pomoci néjakého vzorce, nicméné lze jej Casto zndzornit i graficky,
pomoci tabulky, slovné, resp. pomoci jinych metod. Ziskané ptredstavy ndm umozni
s porozuménim vytvaret modely redlného svéta a nasledné fesit problémy spojené s té-
mito modely. V nésledujicich tlohédch si ukdZeme, jak 1ze pomoci funkci modelovat
nékteré redlné situace, a ukdZzeme si vybrané tlohy, které souviseji s pojmem funkce.

5.3. UvaZujme funkci s predpisem y = — %xQ + x a ukaZzme nékteré mozné ulohy spo-

jené s pojmem funkce. Je napiiklad mozné pritadit dané hodnoté x ptislusSnou hodnotu
y dosazenim konkrétni hodnoty = do predpisu funkce. Je-li napt. z = 10, potom snadno

Priklad 5.3
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vypocteme hodnotu y tak, Ze v predpisu funkce dosadime za x ¢islo 10. Dostaneme tak

1
y="5 22 +10 ... pFedpis funkce
1
=5 102 + 10 ... dosazeni hodnoty x = 10
=5. ... vypocet hodnoty

Zjistili jsme, Ze pokud ma veli¢ina = hodnotu 10, potom veli¢ina y nabyva hodnotu 5.
Analogicky bychom mohli ur€it hodnoty y pro dalsi zvolend z.

Na zjisténé vysledky je také mozné pohledét geometrickym zplisobem, tj. jako na
soufadnice bodu. Uvazujme k¥ivku, kterd se sklddd z bodd o soutadnicich [z, y]. Pfed-
pisy = —QLOLL‘Q + x pak stanovuje, jak ke konkrétni hodnoté soutadnice = dopocitat
piislusnou soufadnici y. Pod uvedenym predpisem si tak miZeme ptedstavit konkrétni
geometrickou k¥ivku, ktera se sklada z bodd, jejichz z-ové a y-ové soufadnice vyhovuji
predpisu funkce. Jiz vime, Ze pro x = 10 je y = 5. Vime tedy, Ze na kfivce, kterd
je popsand uvedenou funkcf, leZi bod o soufadnicich [10, 5]. Snadno mtiZeme vypo&i-
tat dalsi hodnoty. Nékteré z nich uvedeme v nasledujici tabulce (pokuste se spravnost
alespon nékterych hodnot ovéfit vypoctem). Zjistili jsme tak, Ze kiivka popsana vyse

z|0] 2 4 6 8§ | 10| 12| 14 | 16 | 18 | 20
y 0183242 48| 5 |48 (4232 |18| 0

Tabulka 5.1: Tabulka k Pfikladu 5.3

uvedenou funkei prochdzi body o soufadnicich napf. [0, 0], [2, 1.8], [6, 3.2], [14, 4.8],
[20, 0] atd.?)

Pokuste si piedstavit, jak by vypadala celd kiivka, kdybychom misto vypoctenych
soufadnic jedenacti bodd urcili soufadnice vSech bodu (kdyz zndme jejich soufadnice,
zname i jejich polohu a mtiZeme je umistit do soufadnych os) pro vSechna z € (0, 20).
Prislusnd krivka je uvedena na Obrazku 5.2.

y | | | | y | | |
SF———I——; v —t———r SF———1——> T r
| | | | | | | |
| | el | I | | |
S i B S | dr———/~—9-""X" "1
| | | | | | | |
3%772\7774777L777L 3+tr- /- ——— L X ——L
. | | | | | | | |
I I I I I I I I
P e e e P A B e At Sl
I I I I I I I I
| | | | | | | |
1%'777\7777777T77f\7 1%777\7777777\777 T
I I I I I I I I
! ! ! l ! ! !
5 10 15 20 ¥ 5 10 15 20 ¥
(a) Ve vybranych bodech (b) Pro v8echna x € (0, 20)
Obrazek 5.2: Grafy funkce f(z) = 7%172 + x pfi rznych defini¢nich oborech

Popsani kfivka (funkce) neni vybrana niahodné. Rekli jsme si, Ze jednim z histo-
rickych motivli k zavedeni pojmu funkce byla snaha popsat drahu pohybu hmotného
t€lesa. Uvazujme napiiklad mi¢, ktery po nakopnuti vystoupal do vySe 5 metrd a zpét
na zem dopadl ve vzdélenosti 20 metrti od mista vykopu. Pokud bychom si takovy mi¢
predstavili jako jediny bod, pak (pfi zanedbani odporu vzduchu) midzeme k¥ivku, po
které se mi¢ pohyboval, popsat pravé pomoci funkce y = —%:52 + x, kde x pted-
stavuje vodorovnou vzdélenost mice od mista vykopu a y pfedstavuje vySku mice nad
zemi v okamziku, kdy jeho vzddlenost od mista vykopu je x.

3) Pro odliSeni &arky a desetinné &arky je v textu jako desetinnd &drka uvedena tecka.
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Uvedend funkce umoziiuje vypocitat fadu ddaji spojenych s danou situaci. Po-
kuste se z Obrazku 5.4 odhadnout a poté sestavit rovnice, s jejichZ pomoci byste vyfesili
nasledujici dlohy.

1. Jak vysoko bude mi¢ ve vodorovné vzddlenosti 4 metry od mista vykopu?

2. Jak daleko (ve vodorovném sméru) od mista vykopu se bude mi¢ nachédzet ve
vySce 3 metry?

3. Predstavte si, Ze ve vzddlenosti 2 metry od mista vykopu je zed’, kterd je vysoka
dva metry. Narazi do ni mi¢ pti svém pohybu?

4. V jaké vzdalenosti od mista vykopu miiZe byt postavena zed’ o vysce dva metry,
aby do ni mi¢ nenarazil?

5. Pro pfiznivce fyziky: za jak dlouho po vykopu dopadne mi€ zpét na zem? Jakou
rychlosti byl mi¢ vykopnut?

5.4. Nyni se vratime k Pfikladu 5.2 na stran¢ 210. Na Obrazku 5.3 jsou uvedeny tdaje
o vyvoji teploty pacienta béhem hospitalizace v nemocnici. Z grafu lze vycist, jakou
meél pacient teplotu v riiznych Casovych okamzicich, i to, jak se tato teplota ménila.
Prohlédnéte si Obrdzek 5.3 a odpovézte na nasledujici otdzky.

T/[°C]
41
\
\
40
/ \
\ / \
39 |
/
/
38
t/[h]
37
0 5 10 15 20

Obrazek 5.3: Zaznam teploty T pacienta v Case ¢

1. Jaka byla teplota pacienta v 10 hodin?

2. V kolik hodin mél pacient teplotu 39,5 °C?

vy,

3. V kolik hodin mél pacient teplotu vyssi nez 40 °C?

4. V jakém casovém rozmezi se teplota pacienta sniZovala (klesala)?

Ozname teplotu pacienta pismenem T, ¢as pismenem ¢. Symbolem 7'(¢) budeme zna-
Cit teplotu T' v Case t. Vyraz T(6) napiiklad vyjadiuje teplotu pacienta v 6 hodin.
NapiSeme-li T'(4) = 38 °C, fikdme tim, Ze pacient mél ve Ctyfi hodiny teplotu 38 °C.
Pokuste se vySe uvedené otdzky 1) - 3) formulovat matematickym zdpisem s vyuzZitim
symbolii T'(t).

ReSeni: Chceme-li zjistit teplotu pacienta v 10 hodin, ptime se na hodnotu T(10).
Z grafu vyCteme, Ze plati T'(10) = 40,5 °C.

Ptame-li se v kolik hodin byla teplota rovna 39, 5 °C, potom nds zajim4, pro jaké ¢
bylo T' = 39, 5 °C, piesnéji pro jaké ¢ plati T'(t) = 39,5 °C. Z grafu vylteme, Ze exis-
tuje vice feSeni této dlohy: t; = 0 hodin, ¢t = 7 hodin, 3 = 15 hodin. Uvédomme si,
Ze pokud bychom znali vzorec, ktery nim umoZznuje vypocitat hodnoty teploty v Case,

Priklad 5.4
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Priklad 5.5

v1 =90 km/h  we = 110 km/h

A 100 km B

potom vyraz T'(t) = 39,5 °C predstavuje rovnici a hodnoty ¢1,...,ts jsou feSenim
této rovnice.

vy s

V tfeti otdzce se ptdme, v jakém Case byla teplota vyssi nez 40 °C, matematicky
zapsano, pro jaké t je T'(t) > 40. Z obrdzku snadno vylteme, Ze se tomu tak stalo
v rozmezi od osmi do &trndcti hodin, coZ bychom matematicky zapsali T'(t) > 40 pro
t e (8, 14).

Posledni otdzka je spojend s poklesem teploty pacienta. K tomu dojde v Case
t € (0, 4)ataké prot € (12, 20).

V nékterych tlohach fesime priklady, ve kterych zjist ujeme, pti jaké hodnoté pro-
ménné x maji dvé ¢i vice funkei stejnou funkéni hodnotu. Ukazku poskytne nasledujici
priklad.

5.5. Na zdkladni Skole jste se v hodindch matematiky setkali s tzv. pohybovymi tlo-
hami. Nyni si jednu z nich pfipomeneme, abychom si ukdzali, jak je mozZné vyuzit
pojem funkce. Pfedpoklddejme, Ze dvé mésta, oznac¢me je A a B, jsou od sebe vzda-
lena presné 100 kilometr. Z mésta A vyjede auto znacky Fabia a mif{ stdlou rychlosti
v = 90 km/h smérem k méstu B. V ten samy okamZik vyjede z mésta B jiny automobil
znacky Honda a mifi k méstu A stdlou rychlosti v = 110 km/h. Za pfedpokladu, Ze obé
auta jedou po stejné silnici, vypoctéte, za jak dlouho po svém startu se obé auta potkaji.

Reseni: Uvédomme si, Ze poloha obou aut se stile méni a ménf se také jejich vzdale-
nost od obou mést. Vyjaddieme, jakou vzdalenost od mésta A maji v Case ¢ obé auta.
Vzddlenost Fabie od mésta A oznatme symbolem f(¢), vzdélenost Hondy od mésta A
ozna¢me symbolem h(t). Fabia vyjizdi z mésta A, jeji vzdélenost od A je proto v Case
t = O rovna nule. Od mésta A se vzdaluje rychlosti v = 90 km/h, je tedy

F(t) = 90t.

Honda mé v ¢ase ¢t = 0 vzdélenost 100 km od mésta A a tato se zkracuje o drdhu,
kterou Honda urazila. Je tedy

h(t) = 100 — 110¢.

Na pfilozeném grafu miZete pozorovat grafické zndzornéni vzdalenosti s obou auto-
mobild od mésta A.

S
100 -
80 I
F(t) = 90t
60 +
=N
40 +
20 + h(t) = 100 — 110t
Il Il % T Il Il Il
T T T T T t

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Obrazek 5.4: Vzdalenost obou automobil od mésta A v Case ¢

Je zfejmé, Ze v Case T' se ob€ auta nachdzeji na stejném misté a jejich vzdalenost
od mésta A (oznaCme ji symbolem S) je proto shodna. Hleddme tedy Cas setkani 7T,
ve kterém plati rovnost f(T) = h(T). Dosazenim predpisti obou funkci dostaneme
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rovnici, jejimz feSenim je hledany cas setkani.

f(T) = h(T)
90T =100 —-110T
2007 =100
1
T = 5 hodiny

Vypocet funkénich hodnot obou funkei v Case setkdni 7' = 0, 5 navic umoZni urcit, jak
daleko jsou obé auta od mésta A.

£(0,5)=190-0,5 = 45 km
1(0,5) = 100 — 110 - 0,5 = 100 — 55 = 45 km

ODbe¢ auta se tedy setkaji po ptilhodiné cesty ve vzdalenosti 45 km od mésta A.

Jednim z duilezitych pojmi, se kterym se v matematické analyze setkdvame, je
defini¢ni obor funkce. Jeho definici uvedeme pozdéji, nyni si jej priblizime nésledujicim
prikladem.

5.6. Je déna funkce y = v/1 — z2. Vypottéte funkéni hodnoty f(0), f (1), f(1), f(2).

Reseni: Hodnoty funkce f vypotteme dosazenim piisluinych hodnot z € {0, %, 1, 2}
do predpisu funkce.

J0)=V1-02 f(l) 1(%)2

Zjistili jsme, Ze vbodechxz = 0,z = %, x = 1 je funkce f definovéna a plati

Pro x = 2 se ndm nepodafilo urcit prisluSnou funkéni hodnotu, nebot’ v oboru redlnych
¢isel hodnota +/—3 neexistuje (obecné - pfi praci s redlnymi &isly druhd odmocnina ze
zaporného ¢isla neexistuje). Ze stejného ditvodu nebudou existovat funkéni hodnoty pro
viechna z, pro kterd je vyraz 1 — a2 zdporny (pro¢?). Funkéni hodnoty tedy miiZzeme
vypocitat pouze pro takova z, pro kterd je vyraz 1 — 22 nezdporny, coZ jsou viechna
feseni nerovnice 1 — 22 < 0. Jejimi kofeny jsou viechna z € (—1, 1). Funkéni hodnoty
mad tedy smysl urCovat pouze prox € (—1, 1). Rikdme, 7e funkce f je definovina pouze
pro tyto hodnoty « a mnoZina (—1, 1) tvofi tzv. defini¢ni obor funkce f.

Nyni se pokusme poukdzat na moZny geometricky vyznam omezeni moznych hod-
not x, pro kterd je mozné vypocitat funkéni hodnotu funkce f. V kapitole o historii
pojmu funkce jsme zminili souvislost funkce a krivky. Pfipomenme, Ze kiivka (v ro-
viné) je sloZena z bodd o soufadnicich [z, y]. Pfedpis funkce ndm pfitom umoziiuje
popsat vztah mezi obéma soufadnicemi. Pomoci Pythagorovy véty Ize snadno odvodit
vztah, ktery plati pro body tvofici polovinu tzv. jednotkové kruznice.

Priklad 5.6
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—1 0 1 z

Obrazek 5.5: K odvozeni rovnice pilkruZnice

Z Obréazku 5.5 snadno vyCteme, Ze pro vSechny body kruzZnice o soufadnicich
[z, y] plati vztah
22 497 =1.

Tuto rovnici tak miZzeme povaZzovat za tzv. rovnici kruznice. Vyjadiime-li (zkuste to)
z tohoto vztahu soufadnici y pomoci x, dostaneme vztah

y==xvV1-—2a2,

ze kterého rovnice
y=+1-—x2

predstavuje ,.horni“ ptilkruZnici (ovéite pomoci vypoctu soufadnic nékolika bodu).
Snad je nyni ziejmé, pro¢ nemélo vyznam hledat funkéni hodnoty pro jind x nez z mno-
Ziny z € (—1, 1).

5.3 Realna funkce jedné realné proménné

V ptfedchozich prikladech jsme ukdzali nékteré moZnosti pouZiti funkce k vypoctu kon-
krétnich dloh. Nyni kone¢né zavedeme definici tzv. funkce jedné redlné proménné.

Definice 5.3.1. Pravidlo, podle které¢ho pfifazujeme kazdému ¢islu x € D C R
praveé jedno redlné Cislo y, nazyvame redlnou funkci jedné redlné proménné. Mno-
7inu D nazyvame definicni obor funkce. Cislo y nazyvame funkéni hodnota (resp.
hodnota funkce) v bod€ x. MnoZinu vSech funkénich hodnot nazyvame obor hodnot
funkce a znac¢ime symbolem H .

Defini¢ni obor je tvofen hodnotami tzv. nezdvisle proménné veli¢iny, obor hodnot
je tvofen hodnotami tzv. zdvisle proménné veli¢iny. Pokud nefekneme jinak, budeme
v této kapitole znacit funkci pismenem f, nezavisle proménnou veli¢inu pismenem x
a zdvisle proménnou veli¢inu pismenem y. K oznaceni zavisle proménné se také pou-
Zivé symbol f(z). Hodnotu x nazyvame také argumentem funkce f(x). Je-li defini¢ni
obor D vztaZen k funkci f, znatime ho symbolem D( f). Analogicky bychom defini¢ni
obor funkce g znacili symbolem D(g) atd. Podobné pravidlo pouZivdme pro oznaceni
oboru hodnot, tj. symboly H(f), H(g), pouzivime pro oznaeni obor hodnot funkci
f,gatd.

Definice 5.3.1 zavadi funkci jako pravidlo, s jehoZ pomoci pfifazujeme hodno-
tdm nezavisle proménné hodnoty zavisle proménné. Toto pravidlo miiZe mit rtizné po-
doby. Nejcastéji je funkce zaddna pomoci vzorce, kterym k dané hodnoté x vypocteme
pfislusnou hodnotu y. Tuto hodnotu y pak povazujeme za funkcni hodnotu funkce f
v bod& z a znatime ji symbolem f(x). Nésledujici vzorce uvadéji mozné priklady za-
déani funkce (funkéniho piedpisu)

f(z) =5z —12
g(x) = 2® — 3z + 4.
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Obé uvedené funkce patfi mezi tzv. algebraické funkce. Ty jsou tvoreny funkcemi,
které vzniknou pomoci zdkladnich pocetnich operaci (s¢itani, od¢itani, ndsobeni, dé-
leni, mocnéni a odmocnéni) s polynomy. V pfipadé vétSiny téchto funkci snadno vy-
pocteme funkéni hodnotu f(z) dosazenim piislusného argumentu (hodnoty z).

Setkame se vSak i s funkcemi, které nejsou odvozeny z polynomu. Jejich piesné
funk¢ni hodnoty lze Casto zjistit pfimym vypoltem pouze obtizné, ¢i viibec, proto jsou
jejich hodnoty tabelovany (tj. vypocteny s pfedem danou presnosti a uvedeny v tabul-
kach). Takové funkce nazyvame transcendentni funkce. Mezi né napriklad pati{

f(x) =sinz u(x) = exp(x)
g(z) = cosx v(z) =Inz
h(z) =tgx w(z) = logx.

U transcendentnich funkci je vhodné zapamatovat si funkéni hodnoty pro nékteré vy-
znamné hodnoty z a v piipad€ nutnosti si funkéni hodnoty pro ostatni hodnoty x najit
v tabulkéch ¢i ,,strojich* - kalkulackach, pocitacich s piisluSnym SW atd.

Obecné si Ize predstavit funkci jako ,.Cernou skifnku®, do které vkladdme hodnoty
z defini¢niho oboru funkce, a tato skfifika ptifadi kazdé z téchto hodnot jedine¢nou
(funk&ni) hodnotu z oboru hodnot. Popsanou situaci miizeme symbolicky zndzornit po-
moci nésledujiciho obrazku. V nékterych piipadech se mizeme setkat s definici funkce

zeD(f) | funkee | sy e H(f)

vstup

H(f) SR

vystup

Obrazek 5.6: Symbolické zndzornéni funkce ve smyslu ,,Cerné skifiky*.

pomoci nékolika vzorct (predpist), z nichz kazdy se uplatni pouze na vybrané podmno-
zin€ defini¢niho oboru. Prikladem je funkce absolutni hodnota Cisla x, kterou znacime
symbolem |z|. Jeji definici 1ze zapsat ve tvaru

_ z proz >0
|x|—{ —x proz < 0. CRY

Predpis funkce fikd, Ze pokud je hodnota argumentu funkce nezaporné Cislo, potom
funk¢ni hodnota je rovna pfimo této hodnoté. Cislo pét je nezaporné, absolutni hodnota
Cisla pét bude rovna piimo této hodnoté, tedy Cislu pét. Déle predpis pro absolutni

hodnotu fikd, Ze pokud je argument x funkce |z| zdporné &islo, potom funkce || pfifadi
této hodnoté opacné Cislo —x. Cislo —2 je zdporné, jeho absolutni hodnota bude rovna

coZ je v dobrém souladu s tim, jak zndme pojem absolutni hodnoty ze stfedni Skoly.

5.3.1 Graf funkce

Pfi vytvafeni predstavy o ,,chovani“ funkce hraje dlleZitou roli graf funkce. Rozumime
jim k¥ivku sloZenou z bodi o soufadnicich [z, y|, kde x nabyva postupné vSech hod-
not z defini¢niho oboru funkce a y je pfislusnd funkéni hodnota piislu§nd argumentu
z, je tedy y = f(z). Na Obrézku 5.7 je zobrazen graf funkce f(z) = 1 2 + 1. Gra-
fem této funkce je pfimka, kterd je sloZena z bodd o soufadnicich [z, y]. Z pfedpisu
funkce snadno zjistime, Ze hodnoté¢ © = 4 pfislusi funkéni hodnota y = f(4) = 3.
Souddsti primky (tj. grafu uvedené funkce) tedy musi byt bod o soufadnicich [4, 3], coz
je z Obrazku 5.7 dobte patrné.

V nékterych ptipadech nastane situace, kdy nezndme vzorec stanovujici funkéni
predpis, zname vSak graf uvadéjici zavislost mezi obéma proménnymi. Potom miZeme

T3
1
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Priklad 5.7

Obrazek 5.7: Pfifazeni funk&ni hodnoty k grafu

predpokladat, Zze dand funkce je ur€ena pfimo svym grafem. Situace je hezky vidét
na Obrédzku 5.8, kde zfejmée nenalezneme vzorec, ktery by urcoval, jaka byla teplota T’
v Case t, nicméné z grafu jsme schopni tyto idaje vycist. Proto je pro nds graf pravidlem,
podle kterého argumentu funkce ptifazujeme funkéni hodnoty, a o funkci pak fekneme,
Ze je zaddna svym grafem. S grafy se ekonomové, ale nejenom oni, setkdvaji na kazdém

Obrazek 5.8: Zaznam teploty T' v Case ¢

kroku, nebot” mnoho ekonomickych situaci je popsdno pravé pomoci grafii. Je proto
dilezité umét ,,Cist“ idaje obsazené v grafech, rozumét jim a umét s nimi ddle aktivné
pracovat.

5.3.2 Defini¢ni obor funkce

Dilezitou roli pfi praci s funkcemi hraje stanoveni defini¢niho oboru funkce. Lze fici,
Ze zadéni defini¢niho oboru piedstavuje neopominutelnou soucdst zadani funkce. V né-
kterych piipadech lze defini¢ni obor pfirozené omezit na néjakou podmnozinu R, pfi-
¢emZ toto omezeni je ddno podstatou situace, kterou funkce popisuje, jak je ukdzano
v ndsledujicim prikladé.

5.7. Predpoklddejme, 7e jisté t&leso je vrzeno kolmo vzhiru rychlosti vg = 20 m - s~ 1.
Vypoctéte, jak se v pribéhu ¢asu bude ménit rychlost télesa, tj. naleznéte vzorec, ktery
popisuje okamZitou rychlost v télesa v Case ¢.

Reseni: Ziejmé si dokaZete piedstavit, Ze pfi pohybu vzhiiru se rychlost télesa zmensuje,
az se posléze téleso zastavi a zaCne padat zpét na zem. Z fyzikalni podstaty jevu plyne,
Ze pocatecni rychlost télesa je vg, ,,proti ni* piisobi tithova sila Zemé, kterd jeji rychlost
snizi v kazdém okamziku o €len g¢, kde g je tzv. tthové zrychleni a jeho hodnotu budeme
v tomto pifkladu uvaZovatrovnu g = 10 m -s~2. Hledany vzorec tedy bude mit podobu

v(t) = v — gt,
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v nasem piikladé s konkrétnimi hodnotami vy = 20m-s~*a g = 10m-s~2 Ize vzorec
prepsat do tvaru
v(t) = 20 — 10¢. 5.2)

Z tohoto vzorce lze vy&ist fadu tdaji*). Naptiklad Ize zjistit, jak dlouho bude t&leso
stoupat, nez se jeho pohyb vzhiru zastavi. V tomto okamZiku totizZ bude rychlost v
télesa rovna nule. Pro ¢as ¢ v tomto okamZiku tedy plati rovnice

0= 20— 10t

jejimz feSenim je t = 2s. Vime tedy, Ze téleso se po dvou sekundach pohybu vzhiru
zastavi a zaCne padat dold na zem. (Zapornd hodnota rychlosti v tuto chvili znamenad,
Ze se jednd o pohyb v opacném sméru nez na pocatku pohybu.) Tento pohyb bude trvat
stejné dlouho jako pohyb nahoru, na zem tedy dopadne po dalSich dvou sekundach a
zde se jeho pohyb zastavi. Platnost vzorce (5.2) je omezena pouze na dobu Ctyf sekund,
tedy pro t € (0, 4). Poté je okamZitd rychlost télesa urena jiZ jinym vzorcem, a to
v(t) =0m-s71.

Pri préci s funkcemi se obcas objevi predpis funkce bez uvedeni pfislusného de-
fini¢ntho oboru. V takovém piipadé pak predpokldddme, Ze funkce je definovdna na
,-nejvetsi mozné mnoziné“, tedy defini¢ni obor funkce je tvoren vSemi hodnotami z,
které ma smysl dosadit do daného predpisu funkce a pro které je mozné vypocitat
funk¢ni hodnotu f(x). Takovy defini¢ni obor se ¢asto nazyva maximdlni definiéni obor.
Pokud nastane situace, Ze v zadani funkce neni stanoven defini¢ni obor, budeme pted-
pokléadat, Ze je jim pravé zminény maximélni defini¢ni obor.

Pti stanovovani maximdlniho defini¢niho oboru se vlastné snazime najit hodnoty
x, pro které nemd funkce smysl, a tyto hodnoty vyloucit z uvaZzovaného defini¢niho
oboru. Je vhodné védét, ve kterych pripadech tato situace nastane. Uvedeme seznam
pripadd, které se vyskytuji nejcastéji.

e Je-li zaddna funkce pomoci vzorce, ktery obsahuje zlomek, potom vylou¢ime
v8echna x, pro kterd je hodnota jmenovatele rovna nule.

e Vyraz, ktery je obsazeny v sudé odmocniné (tj. druhé, ctvrté, ...odmocniné),
nesmi byt zdporny. Proto vylou¢ime vSechny hodnoty x, pro které je vyraz pod
odmocninou sudého fadu zéporny.

o Nekteré elementdrni funkce nejsou definovany pro vSechna z € R, ale pouze
na né€jaké podmnoZiné R. Napf. funkce y = log, = je definovdna pouze pro
x > 0, funkce y = arcsinz, resp. y = arccosz jsou definovany pouze pro
x € (—1,1). V podobnych pfipadech musime vyloucit v§echny hodnoty x, pro
které se hodnota argumentu nachdzi mimo uvedené mnoZiny. Argument funkce
logaritmus musi byt kladny, pro funkce arcsin a arccos musi byt absolutni hod-
nota argumentu nejvyse rovna jedné, argument funkce tg, resp. cotg, nesmi byt
roven hodnotdm (2k — 1)7/2, resp. km, kde k € Z.

5.8. Naleznéte defini¢ni obor funkce
5—=x
x2—1

Y= (5.3)

Reseni: Ve jmenovateli zlomku se nachdzi vyraz 2 — 1. V defini¢nim oboru funkce
proto nemohou byt obsaZena ta x, pro kterd je 2 — 1 = 0. Vyfe§ime tuto rovnici.

2—-1=0 ... osamostatnime nezndmou T
2?2 =1 ... odmocnime obé strany rovnice
lz] =1 . jeNa? = |z

1,2 = £1 oo tedyxy = —1, 20 =1

4) Pfi vypottu predpoklidame, 7e pro kladné hodnoty rychlosti se vrzené téleso pohybuje smérem
vzhiru, pro zdporné hodnoty rychlosti se pohybuje smérem dold.

Priklad 5.8



220

KAPITOLA 5. FUNKCE

Priklad 5.10

Priklad 5.11

Priklad 5.12

Priklad 5.13

Defini¢ni obor funkce nesmi obsahovat ¢isla —1 a 1. Jind omezeni na defini¢ni obor
v tomto piipadé nejsou. Proto plati D(f) = R\{—1, 1}.

5.9. Naleznéte defini¢ni obor funkce

x? -1

—. 54
o 54

y =
Reseni: Ve jmenovateli zlomku se nyni nachaz{ vyraz z2+1. V defini¢nim oboru funkce
proto nemohou byt obsaZena ta x, pro kterd je 2% 4+ 1 = 0. Vyfesfme tuto rovnici.

224+1=0 ... osamostatnime nezndmou x

2 =-1

Jiz vime, Ze druhd mocnina redlného cisla je vZdy nezdpornd. Neexistuje proto redlné
¢islo x, pro které by bylo 22 = —1, tedy ani redlné &islo, pro je 2 + 1 = 0. Do
predpisu funkce tedy mizeme za x dosadit jakoukoliv ¢iselnou hodnotu a funkce v ni
bude definovdna.Je D(f) = R.

5.10. Naleznéte defini¢ni obor funkce

~ 3x? + 52+ 10

= (5.5)

Y
Reseni: Predpis funkce sice obsahuje zlomek, ale jeho jmenovatel mé pro jakékoliv
hodnotu 50. Pro kazdé z je tedy hodnota jmenovatele rtiznd od nuly.Je D(f) = R.

5.11. Naleznéte defini¢ni obor funkce

3+ 5x
= —. 5.6
Yy = (5.6)

Reseni: Vyraz (5.6) obsahuje dva rGizné zlomky, tedy i dva réizné jmenovatele. Pod
hlavni zlomkovou ¢arou se nachdzi vyraz 2 + 2=% . Zjistime, pro jaké x je 2+ 2=% = 0,

x—3"
a tyto body vynechdme. ProtoZe je
2—z (2z-6)+(2-2) x-—4

2 = =
+x—3 x—3 x—3’

vylou¢ime hodnotu x = 4. Ddle se ve vyrazu (5.6) vyskytuje zlomek % a jeho jmeno-
vatel také nesmi byt roven nule. Proto vylou¢ime hodnotu x = 3. Defini¢ni obor funkce
(5.6)je D(f) =R\{3, 4} = (—00,3) U (3,4) U (4, 0).

Vyse uvedené priklady ukézaly, jak nalézt defini¢ni obor funkce v pripadech, kdy
se ve funkénim predpisu vyskytne zlomek. Nyni se zaméfime na ty pfipady, kdy dany
ptredpis obsahuje odmocniny.

5.12. Naleznéte defini¢ni obor funkce
y=+v4—-2z. 5.7)

Reseni: Odmocnina obsahuje vyraz 4 — 2z. Tento vyraz nesmi byt zaporny. Definiéni
obor funkce budou tvofit vSechna &isla, kterd vyhovuji nerovnici 4 — 2z > 0. Proto je

D(f) = (=00,2).

5.13. Naleznéte defini¢ni obor funkce

2x+ 3
Y=/ 3 . (5.8)
-z

Reseni: Vyraz pod odmocninou musi byt nezdporny. Musime tedy zjistit, pro jakd =
plati

2x + 3
>0
3—x
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Zlomek ve vyrazu (5.8) bude kladny, budou-li mit Citatel i jmenovatel bud’ oba kladnou
hodnotu, nebo oba zdpornou hodnotu; tedy

2x+ 3
3—x

>0 [22+3>0AB—-2>0)]V[22+3<0)A(B—z<0)].

Nerovnice 2z + 3 > 0 plati pro z € (—%, 00), FeSenim nerovnice 3 — x > 0 jsou
x € (—00, 3). ProtoZe chceme, aby ob& nerovnosti byly splnény soucasné, uvazujeme
prinik obou uvedenych intervali. Citatel i jmenovatel zZlomku budou mit kladnou hod-
notu na intervalu (—3, 3).

Podobné ur¢ime hodnoty x, pro které jsou Citatel i jmenovatel zlomku zdporné.
Nerovnice 2z + 3 < 0 plati pro z € (—o0, f%) nerovnice 3 — z < 0 plati pro
x € (3, 00). Prinik obou uvedenych mnoZin je prizdnd mnoZina, tedy pro zddné z € R
nenastane pripad, Ze by Citatel i jmenovatel mély soucasné zapornou hodnotu. Vyraz
pod odmocninou miiZe byt roven i nule. Tento pifipad nastane pro 2z + 3 = 0, tedy
pro = —2. Defini¢n{ obor je roven sjednoceni mnozin (—2,3), # a {—3}. Je tedy

D(f) = (-3,3)

5.3.3 Operace s funkcemi

S funkcemi lze provadét fadu pocetnich operaci: soucet a rozdil funkci, soucin a podil
funkcf, resp. ndsobeni funkce redlnym Cislem.

Nejprve predpokladejme, Ze funkce f a g maji shodny definiéni obor D. Potom
souctem funkci f a g rozumime funkci (f + g)(x), jejiz funkéni hodnota v bodé x
je rovna souctu funk¢nich hodnot funkci f a g v bodé x, pro vSechna z € D je tedy
(f + 9)(z) = f(z) + g(x). Analogicky bychom mohli definovat i rozdil, soutin a
podil funkei f a g. V pfipad€ podilu funkci f a g v§ak musime z defini¢niho oboru D
odstranit vSechna x, pro kterd je g(x) = 0.

Nyni se zamé&fime na ptipad, kdy jsou defini¢ni obory obou funkci rizné. Oznacme
definiéni obor funkce f symbolem D(f), funkce g symbolem D(g). Abychom mohli
urCit hodnotu souctu funkei f a g v bodé =, musi byt mozné vypocitat hodnoty obou
funkci v tomto bodé, tj. obé funkce musi byt v bodé = definovany. Takovy bod patii
do defini¢nich obord obou funkei, tedy do priniku mnozin D(f) a D(g). V tomto
okamZiku midZeme shrnout nase poznatky. Defini¢énim oborem funkce, ktera je souctem
funkei f a g, je pranik defini¢nich obort funkci f a g, tedy

D(f+g) = D(f) N D(g).

Analogicky pro defini¢ni obory funkci vzniklych pomoci zbylych pocetnich operaci
s funkcemi plat{

D(f —g) = D(f)N D(g)
D(f-g)=D(f)N D(g)
D(f/g) = D(f) N (D(g)\{z; g(z) = 0}).

Vzhledem k vySe uvedenému miiZe nastat situace, kdy funkce f, resp. g budou defino-
vény na mnoziné D(f), resp. D(g), ale jejich soucet (rozdil, ...) nebude existovat, viz
nasledujici priklady.

5.14. Jsou ddny funkce f(z) = Va2 — 1 a g(x) = V4 — 22. Vypoltéte defini¢ni obor
funkce, kterd vznikne jejich souctem.

ReSeni: Snadno vypocteme, 7e definiénim oborem funkce f(x), resp. g(x) je mnoZina
D(f) = (—o0, =1) N (1, o0),resp. D(g) = (—2, 2). Pro jejich prinik plati

D(f)nD(g) = (=2, 1) U(L, 2).

Tato mnoZina bude defini¢énim oborem souctu funkei f(z) a g(x).

Priklad 5.14
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Priklad 5.15

Priklad 5.16

Priklad 5.17

Priklad 5.18

5.15. Jsou ddny funkce f(r) = V1 — 22 a g(x) = V2 — 1. Vypoltéte defini¢ni obor
funkce, kterd vznikne jejich soucinem.

ReSent: Definiénim oborem funkce f(x), resp. g(x) jsou mnoziny D(f) = (—1, 1),
D(g) = (=00, —1) N (1, 00). Pro jejich prinik plati

D(f)nD(g) = {-1, 1}.

Defini¢nim oborem funkce, kterd je soucinem funkci f(z) a g(x), je tedy ,,pouze*
dvouprvkovd mnoZina obsahujici ¢isla —1a 1.

5.16. Jsou dany stejné funkce jako v Pfikladu 5.15. Vypoctéte definicni obor funkce,
ktera je podilem funkei f a g.

ReSeni: Jiz vime, Ze defini¢nim oborem f(z), resp. g(x) je mnoZina D(f) = (—1, 1),
resp. D(g) = (—o0, —1) N (1, 00). Z mnoZiny D(g) viak musime odstranit v§echny
hodnoty x, pro které je g(x) = 0, tedy vSechna feSeni rovnice va2 — 1 = 0.

Vaz—1=0 ... obé strany rovnice umocnime
2—1=0 ... osamostatnime nezndmou x
z? =1 ... obé strany rovnice odmocnime
x| =1 . jeVx? =z
21,2 = £1 o.tedyry =—laxy =1
Kofeny rovnice jsou z; = —1 a x2 = 1. Plati tedy
D(f/g) = D(f) N (D(9)\{z; g(z) = 0})
= <_17 1> N [((_007 _1> U <17 OO))\{—L 1}]
= (=1, DN [(=o0, ~1) U (1, o0)]

Defini¢nim oborem funkce f/g je prazdna mnoZina. PfestoZe obé funkce f a g jsou
definovany na neprazdnych mnoZzinach (které nejsou disjunktni), jejich podil neni defi-
novén pro zadné = € R.

5.34 Vlastnosti funkci

Pojem funkce pouzivame k popisu vztahu mezi veli¢inami. Tento vztah mize vykazovat
rizné vlastnosti. Budeme-li schopni dobfe chapat, co tyto vlastnosti znamenaji, umozni
nam to hlubsi pochopeni studovanych jevl at’ jiz z oblasti ekonomie, socidlnich véd,
nebo i z bézného Zivota.

Ohranicena funkce

V nésledujici ¢asti se budeme zabyvat pojmem ohranicené funkce. Nejprve probereme
nékteré situace, se kterymi se jiz kazdy Ctenaf pravdépodobné potkal.

5.17. Predstavme si Cerstvé uvarenou kdvu a sledujme, jak se v ¢ase méni jeji tep-
lota. V riznych ¢asovych okamzicich bude teplota riznd, ovSem v Zaddném Casovém
okamZiku teplota kdvy neklesne pod teplotu okolniho prostiedi (ozna¢me tuto okolni
teplotu symbolem 7Tp). Mizeme tedy fici, Ze v libovolném Case ¢ je teplota T veEtsi
ne’ &islo Tp. Rekneme, 7e v tomto pripadé je teplota kdvy zdola ohrani¢ena teplotou
okolntho prostfedi.

5.18. Vyhodime-li do vzduchu n€jaké t€leso rychlosti vy (mensi, neZ je prvni kosmicka
rychlost), bude z pocatku stoupat vzhtiru a jeho vyska nad zemi se bude neustile zvét-
Sovat. Pritom se bude sniZovat rychlost jeho pohybu vzhiru, az se po jisté dobé téleso
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zastavi ve vySce H a zaCne padat doli. Vyska h t€lesa nad zemi proto nikdy nepfe-
sdhne vysku H. Jinymi slovy, ve v§ech moZnych odpovidajicich casovych okamZicich
t bude vyska h mensi, neZ je Cislo H .V takovém piipadeé, kdy vyska neprekroci néjakou
hodnotu H, fekneme, Ze vyska télesa je shora ohrani¢ena hodnotou H.

Takovych pfipadt, kdy fekneme, Ze hodnota néjaké veliCiny je ohraniCena (shora
¢i zdola), nalezneme celou fadu. Jisté byste dokazali zdivodnit, Ze rychlost jakéhokoliv
télesa je shora ohrani¢ena (nemtize prekrocit rychlost svétla), vék jakéhokoliv clovéka
je shora ohranicen (nemuZe byt vyssi nez stafi vesmiru), rychlost auta je zdola ohrani-
Cend (nemizZe byt zapornd, tj. nemiZe byt mensi neZ nula), oficidlni plat zaméstnance
je zdola ohranicen (nesmfi byt mensi, nez je minimalni mzda) atd. VSimnéte si, Ze v pfi-
padé rychlosti automobilu jsme si uvedli, Ze tato je ohranicena jak zdola, tak shora.

Definice 5.3.2. Rekneme, 7e funkce f je zdola ohraniCend, jestlize existuje &islo
L € R takové, Ze pro vSechna z € D(f) je f(z) > L. Funkce f(x) je shora
ohranicend, existuje-1i ¢islo U € R takové, Ze pro viechna z € D(f) je f(x) < U.
Funkce f(z) je ohranitend, je-li ohrani¢end shora i zdola.

Uvédomme si, Ze pokud je ¢islo U horni mezi funk¢énich hodnot, potom nerovnost
f(z) < U musf byt splnéna pro viechna z € D(f). Reenim nerovnice f(z) < U
tedy musi byt vSechna « z defini¢niho oboru funkce f.Podobné, mé-li byt L dolni mezi
néjaké zdola ohranicené funkce, potom feSenim nerovnice L < f(x) musi byt vSechna
x z definiéniho oboru funkce f.

5.19. Vyfesme nerovnici 1 — 22 < 2.

Reseni: ReSeni nerovnice najdeme snadno osamostatnénim nezndmé x.

1—22<2 ... k obéma strandm nerovnice
pFicteme vyraz x> — 2
11—z + (xQ — 2) <24 ($2 — 2) ... Zjednodusime

-1 < 22 ... FeSenim je x € R

Druhd mocnina x je nezdpornd pro jakoukoliv hodnotu z. Pro vSechna redlnd ¢isla x
tedy plati 0 < 22 a tim spiSe i nerovnost —1 < z2. Zjistili jsme, Ze pro vSechna
r € Rje f(z) = 1 — 22 < 2. Funkce f(x) je proto shora ohrani¢end. Roli horn{
meze zde hraje ¢islo U = 2. Za horni mez bychom mohli samoziejmé zvolit jakékoliv
vétsi Cislo nez U = 2 a dand podminka by stdle byla splnéna. Zvidavi Ctenéfi jisté
najdou i mensi hodnotu U, nez je ¢islo dva. Nicméné, ptfi vySetrovani, zda je funkce
ohrani¢end, nemusime nutné najit nejmensi moznou horni mez. K rozhodnuti o tom,
zda je funkce shora ohraniCend, staci ovérit, Ze néjaka takova mez existuje.

V nésledujicim ptikladu podrobné rozebereme konkrétni moznost, jak poznat pri-
padnou horni ¢i dolni mez ohranicené funkce.

5.20. Rozhodnéte, zda je funkce

ohranicena.

z Vs

Reseni: V predchozim piikladu jsme pouze ovéfovali, 7e dané &islo je horni mezi néjaké
funkce. Nyni musime hodnoty U a L najit sami a ovéfit, Ze se skute¢né jedna o horni a
dolni mez funkce.

Nejprve se pokusime odhadnout néjakou moznou horni mez. Vidime, Ze funkéni
predpis md tvar zlomku, kde v &itateli je kladné &islo a ve jmenovateli je vyraz 1 + 2,

ktery nemiiZe mit zdpornou hodnotu. Takovy zlomek nabude svou nejvys$s§i moZnou

v

5 ) Toto tvrzeni vyplyvd z faktu, Ze hodnota celého zlomku vlastné uvadi, ,kolikrdt*” je Citatel vetsi nez
jmenovatel.

Priklad 5.19

Priklad 5.20
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Priklad 5.21

V naSem pripadé je hodnota Citatele konstantni - rovnd jedné. Budeme se tedy snazit
najit nejmens{ moznou hodnotu jmenovatele. Vyraz x2 nabude svou nejmensi hodnotu
pro x = 0.V ostatnich piipadech bude hodnota 2% kladna. Z toho diivodu nabyvé vyraz
1 + 22 nejmensi hodnotu pro 2 = 0 a tato hodnota je rovna jedné. Nejvyssi moznd
hodnota celého zlomku nastane pro x = 0 a tato hodnota je

Uvahou jsme tedy zjistili, Ze horni mezi dané funkce je U = 1. Toto tvrzeni snadno

ovéfime vyfeSenim nerovnice
1

1+ 22 =
jejimzZ feSenim je mnoZina vSech redlnych Cisel, tedy cely defini¢ni obor uvedené funkce.
Funkce f(z) je tedy shora ohranicend.

Snadno téZ ovéfime, Ze funkce f(xz) je ohrani¢end i zdola. Vzhledem k nezdpor-
nosti vyrazu 1 + 22 je ztejmé, 7e predpis uvedené funkce md tvar zlomku s kladnym
Citatelem i jmenovatelem. Hodnota zlomku proto musi byt kladna pro jakékoliv x € R.
Dolni mezi funkce f proto miZe byt naptiklad ¢islo L = 0. Toto tvrzeni opét snadno
ovéfime pomoci nerovnice

Y

—1 >

1+a2 —
jejimz feSenim je mnoZina vSech redlnych ¢isel. Funkce f je ohranicend zdola i shora a
vzhledem k nerovnostem

)

0< f(z) <1,

které jsou spInény pro vSechna x € D(f) = R, je ohrani¢end i ,,celkové*.

Suda a lich4 funkce

Vzorec 5.1 na strané 217 uvadi definici funkce absolutni hodnota ¢isla . Pro tuto funkci
plati, Ze jeji hodnota v daném bodé x a v bod€ s opacnym znaménkem —z je stejnd,
napt. | — 8| = |8], resp. |3| = | — 3| atd. Lze Fici, Ze tato funkce spliiuje pro vSechna
x € D(f) rovnost f(z) = f(—x). Funkce s touto vlastnosti nazyvame sud4 funkce.

Definice 5.3.3. Funkci f(x) nazveme sudd, je-li pro vSechna x € D(f) splnéna
rovnost f(—x) = f(z).

Nézev této vlastnosti si snadno zapamatujeme, uvédomime-li si, které dalsi funkce
jsou sudé, viz nasledujici priklad.

5.21. Ovéfte, zda funkce f(z) = 22 je sudd.

ReSeni: Sudost funkce oveéfime tim, Ze ovéfime, zda jsou splnény podminky definice
sudé funkce. Nasledujici rovnosti plati pro vSechna x € R.

fz) = 2? ... definice funkce f
f(=z) = (—x)? .. funk¢ni hodnota je rovna druhé mocniné argumentu
f(—z) = 2? ... proviechnaz € R je (—z)? = 22
f(=z) = f(x) ... hodnoty f(x) i f(—x) se pro dané x rovnaji

Ukdzali jsme, Ze funkce f(x) = x? splituje rovnost f(—x) = f(x) pro kazdé redlné
¢islo . Tim jsme dokézali, ze funkce f(z) = 22 je suda.

Analogicky bychom dokézali, Ze sudé jsou i ostatni funkce ve tvaru f(z) = z",
kde n je sudé ¢islo. Lze predpokladat, Ze praveé odtud pochazi ndzev zminéné vlastnosti.

Sudost funkce se snadno poznd i z jejiho grafu. Vime-li, Ze funkce f ma stejnou
funk¢ni hodnotu v bodech z a —x, potom pfislusné body na grafu musi byt osové sou-
mérné dle osy y, viz Obrézek 5.9(a). Tato vlastnost plati pro viechna x € D(f), cely
graf sudé funkce proto musi byt osoveé soumérny dle osy y.
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—T T

X

(a) Osovd soumérnost sudé funkce vyplyvajici  (b) Stredovd soumérnost liché funkce vyplyva-
zrovnice f(—z) = f(x) jici z rovnosti f(—z) = —f(x)

Obrazek 5.9: Grafy sudé a liché funkce

Vsimnéte si, Ze neustéle zddraziiujeme, Ze rovnost f(—x) = f(a) musi byt spl-
néna pro viechna z € D(f). Pfi posuzovdni sudosti funkce proto nestati ovéfit tuto
rovnost pro nékolik ndhodné vybranych dvojic x a —x, viz nasledujici piiklad.

5.22. Rozhodnéte o sudosti funkce f(z) = 2® + 322 — 2 + 5.

Reseni: Nejprve si ovéfme, zda se funkéni hodnota rovna pro néjakou ndhodné vybra-

nou dvojici nezdvisle proménnych s opaénym znaménkem, napi. z = —lax = 1.
FED =432 = (=) 45 f(1)=(1)*+3(1)* = (1) +5
=—1+3-1+1+45 =1+3-1-145
-8 =8

Je tedy f(—1) = f(1). MidZeme z této rovnosti rozhodnout o sudosti funkce? Odpo-
véd’ je zdpornd, o CemzZ nds presveédci vypocet funkCnich hodnot téZe funkce pro jinou
dvojici —z a x.

F(=2) = (=2 +3(=2° - (-2)+5  f(2)=(2>+3(2)* - (2) +5
—8+3-442+5 =84+43-4—-2+45
=11 =23

Neni tedy pravda, Ze rovnost f(—x) = f(x) je splnéna pro vSechna z € D(f), funkce
proto neni sud4.

Poznamka 5.3.4. V definici sudé funkce porovnavame funkéni hodnoty v bodech —zx
a x. Predpokldddme proto, Ze ke kaZzdému x existuje i hodnota —x. Z tohoto poZadavku
vyplyva, Ze i defini¢ni obor sudé funkce musi byt soumérny vzhledem k bodu x = 0.
Pokud tato podminka nebude splné€na, funkci nemiZeme povaZovat za sudou.

Analogickou vlastnost{ k sudosti je tzv. lichost funkce. Takova funkce pfi zméné
znaménka argumentu zménf{ i znaménko funk¢ni hodnoty.

Definice 5.3.5. O funkci f(z) fekneme, Ze je lichd, je-li pro vSechna = € D(f)
splnéna rovnost f(—z) = —f(z).

Pro lichou funkci lze odvodit mnoho vlastnosti, které jsou analogické k vlastnos-
tem sudé funkce. Graf liché funkce je sttedové soumérny dle pocétku souradnych os,
viz Obrazek 5.9(b). Defini¢ni obor liché funkce musi byt soumérny vzhledem k bodu

s

2 = 0. Snadno se dokdZe, Ze funkce ve tvaru f(z) = 2™, kde n je liché &islo, jsou liché.

Priklad 5.22
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Priklad 5.23

Priklad 5.24

Priklad 5.25

5.23. Rozhodnéte, zda je funkce f(x) = 2% — z licha.

Resent: Pro viechna z € R je
fl=2) = (=) = (=) = —2* + 2 = —(a* — 2) = (@),

Zjistili jsme, Ze pro viechna x € D(f) je splnéna rovnost f(—x) = —f(z), z tohoto
divodu je funkce f(x) lichd. Pro defini¢ni obor funkce plati D(f) = R, a tak je splnén
i pozadavek soumérnosti defini¢niho oboru.

5.24. Rozhodnéte o sudosti, resp. lichosti funkce f(z) = 2® — 22.

Reseni: Pro viechnaz € R je f(—2) = (—2)% — (—x)? = —2® — 2. Funkce f(—x)
neni rovna f(z), ani — f(z), proto nenf sudd, ani lichd.

Mnoho funkci vznikd pomoci pocetnich operaci s¢itani, ndsobeni, ..., dalich
funkci. Napfiklad f(z) = 23 + r miZeme povaZovat za funkci, kterd vznikne souc-
tem funkci g(z) = 2 a h(z) = x. Pfi vySetfovani sudosti, resp. lichosti takovych
funkci ndm muiize pomoci, uvédomime-li si, zda jsou tyto pivodni funkce sudé, resp.
liché. Nazornou ukazku uvedeme v nasledujicim prikladu.

5.25. Predpoklddejme, Ze funkce f(x) i g(x) jsou liché a prinikem jejich defini¢nich
obort je mnozina D. Jakad tvrzen{ plati o sudosti, resp. lichosti funkci, které vzniknou
jejich souctem, resp. soucinem?

Re§eni: Vzhledem k lichosti obou funkef plati pro viechna 2 € D rovnosti

f(=z) =—=f(x), resp. g(—z)=—g(x).

Potom je

(f+9)(=2) = f(=2) + 9(=2) = = f(2) + [-g(2)] = = f(2) — g(z)
= —[f(@) +9(@)] = =(f + 9)(x).

Vzhledem k rovnosti (f + ¢)(—z) = —(f + g)(x) pro v§echna x € D miZeme ¥ici, Ze
soucet dvou lichych funkei je opét licha funkce. Toto tvrzeni mizeme zapsat ve tvaru
L + L = L,kde symbol L znamena lichou funkci. Déle plati

(f - 9)(=2) = f(=2) - g(—2) = = f(2) - [-9(2)] = f(2) - g(x) = (f - 9)(x)
Zjistili jsme, Ze pro vSechna x € D plati rovnost (f - g)(—z) = (f - g)(x). Z toho
divodu mizeme fici, Ze soucin dvou lichych funkci je sudd funkce, symbolicky zapsdno
L - L = S,kde L znati lichou funkci, S pfedstavuje sudou funkci.

Analogické tvrzeni lze odvodit i v ostatnich pipadech. Ctenafi si jisté zdGvodni
platnost nésledujicich tvrzeni S+ 5 =5,5-5=5,5-§=5,5/S=S5,L-L =1L,
L/L=S5,S-L=L,S/L=L,L/S=Latd.

Periodicka funkce

V bézném zZivoté se potkdvame s jevy, které se pravidelné opakuji - jsou tzv. periodické.
Ve stejném smyslu jsou zavedeny i periodické funkce. Rozumime jimi funkce, jejichz
funk¢ni hodnoty se zacnou od jisté hodnoty argumentu opakovat.

Definice 5.3.6. Funkce f se nazyva periodickd, jestlize existuje takové kladné re-
dlné &islo p, e pro viechna = € D(f) je spinéna rovnost f(z + p) = f(x). Cislo p
nazyvame periodou funkce f, nejmensi kladnou periodu nazyvame zdkladni perio-
dou funkce f (pokud tato nejmensi kladna perioda existuje).

Z uvedené definice vyplyvd, Ze kromé kazdého = € D(f) musi do defini¢niho
oboru funkce patfit také hodnoty = + p, x + 2p, z + 3p, ..., a také hodnoty x — p,
x — 2p, x — 3p atd. Pfitom pro v8echna z € D(f) plati rovnosti

fl)=flztp)=flx£2p)=flzx3p)=....

Dilezitym piikladem periodickych funkci jsou goniometrické funkce sin z, cos z, tg z,
cotg x, kterym se budeme bliZe vénovat v Kapitole 5.7.
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(a) Cést grafu periodické funkce (b) Cist grafu periodické funkce

Obrazek 5.10: Grafy periodickych funkei

Rostouci a klesajici funkce

V bézném Zivoteé se Casto setkdvame se situacemi, kdy néjaka veli¢ina tzv. roste, Ci
klesa. V této kapitole uptfesnime, co z matematického hlediska tento rist ¢i pokles zna-
mend. Zaéneme nékolika jednoduchymi ilustracnimi piiklady.

Z tyziky je zndmo, Ze s rostouci nadmorskou vyskou klesa hodnota atmosférického
tlaku. Pfi studiu ekonomie si uvédomite, Ze u vétSiny vyrobku s rostouci cenou vyrobku
klesa pocet lidi ochotnych si tento vyrobek zakoupit. Pfi stahovéni dat z internetu plati,
Ze s rostouct rychlosti stahovan{ dat se zmensuje Cas potfebny k jejich staZeni. VSechny
tyto situace maji jeden spole¢ny rys. VZdy popisuji vztah mezi dvéma veli¢inami, pfi
zmén¢ hodnot jedné veliCiny dojde ke zméné hodnot druhé veliCiny a navic plati, Ze
zvetsi-li se hodnota prvné zminéné (nezdvislé€) veli¢iny, potom se zmensi hodnota za-
vislé veli¢iny - pfi riistu nadmoftské vysky klesne tlak, pfi ristu ceny vyrobku klesne
poptdvka po tomto vyrobku atd. JiZ vime, Ze z matematického pohledu povaZzujeme
vztah mezi dvéma veli¢inami za funkci. JestliZe pfi ristu hodnot jedné veli¢iny dochazi
k poklesu hodnot druhé veli¢iny, fikdme, Ze je tato funkce klesajici.

Definice 5.3.7. Rekneme, Ze funkce f je klesajici na intervalu I, jestlize pro
vSechna 1, xo € I plati, Ze je-li 1 < 22, potom je f(z1) > f(x2).

Pravé podana definice je v souladu s vySe uvedenymi situacemi. Predstavme si,
Ze zndme predpis p(h), udavajici zdvislost hodnoty atmosférického tlaku p na nadmoft-
ské vysce h®). Z vysky hi vystoupdme do vysky ho, je tedy h; < hg. Potom tlak
p(ha) ve vysce hg je nizsi nez tlak p(hy) ve vySce hy. Tedy, je-li hy < hg, potom
je p(h1) > p(hsa). Za predpokladu, Ze pfi kazdém zvySeni nadmoiské vysky dojde
k poklesu atmosférického tlaku, miZeme oznacit atmosféricky tlak za klesajici funkci
nadmofské vysky.

V jinych situacich se miZeme setkat s tim, Ze s rostouci hodnotou jedné veliCiny
se zveétSuje i néjaka s ni spojend veli¢ina. Uved’me napiiklad zavislost spotfeby ben-
zinu na vzdalenosti, kterou jsme ujeli autem. Cim vétsi vzdalenost urazime, tim vice
benzinu béhem cesty spotiebujeme. Moznd by vas napadly i néjaké dalsi piipady. Jisté
si umite predstavit, Ze ¢im vetsi je Urokovd mira na néjakém dctu, tim vetsi drok ndm
bude k tu pripsan; vzroste-1i pocet ndv§tévnikid kina, potom Ize olekédvat i vetsi trzby
ze vstupného atd. V takovém piipade fikdme, Ze funkce popisujici vztah mezi obéma
veli¢inami je rostouci funkci.

Definice 5.3.8. Rekneme, Ze funkce f je rostouci na intervalu I, jestlize pro
vSechna 21, xo € I plati, Ze je-li 1 < 22, potom je f(z1) < f(x2).

Definice 5.3.8 jinymi slovy ik, Ze pro rostouci funkci se pii zvySeni hodnoty ne-
zéavisle proménné (tj. proménné x) zvysi hodnota zdvisle proménné (tj. zvysi se funkéni
hodnota) a sniZi-li se hodnota nezdvisle proménné, sniZi se hodnota zavisle proménné.

V nékterych pripadech mezi dvéma veli¢inami predpokladdme takovou zavislost,
Ze pfi vzristu jedné veliCiny hodnota druhé veliCiny neklesa (tj. zistane stejnd nebo
vzroste). Funkci vyjadiujici takovy vztah nazyvame neklesajici funkci.

©) Takovy vzorec skutetné existuje, za jistych zjednodusujicich predpokladd p¥iblizné plati, a ve fyzi-
ce se nazyva barometrickd rovnice. Tento vztah (funkci) vyuzivaji napi. outdoorové hodinky k stanoveni
nadmofiské vysky na zakladé znalosti aktudlniho atmosférického tlaku.
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Priklad 5.26

Priklad 5.27

Definice 5.3.9. Rekneme, Ze funkce f je neklesajici na intervalu I, jestlize pro
vSechna 1,z € [ plati, Ze je-li z1 < o, potom je f(z1) < f(z2).

Definice 5.3.9 1ikd, Ze pro neklesajici funkci plati, Ze se pii zvySeni hodnoty nezévisle
proménné nesniZ{ hodnota zdvisle proménné (tj. bud’ se zvétsi, nebo zidstane stejnd).
Snizi-li se hodnota nezdvisle proménné, potom funkéni hodnota zdstane stejnd nebo se

zmensi.

Definice 5.3.10. Rekneme, 7e funkce f je nerostouci na intervalu I, jestlize pro
vSechna x1, 25 € I plati, Ze je-li 1 < z3, potom je f(x1) > f(z2).

s

Definice 5.3.10 tvrdi, Ze pokud zvySime hodnotu nezdvisle proménné u nerostouci
funkce, tak se nezvysi hodnota nezédvisle proménné veliciny, analogicky pfi sniZeni
hodnoty nezavisle proménné.

Pokuste se najit pfipad, kdy funkce popisujici vztah mezi dvéma veliCinami je
(ne)rostouci, resp. (ne)klesajici.

5.26. Na Obrazku 5.8 na strané 218 je zobrazen zdznam z pouli¢niho teploméru, ktery
ukazuje, jak se v daném dni vyvijela venkovni teplota v Case, tedy ukazuje graf funkce
T'(t),kde T je hodnota teploty v Case t. Pokuste se urcit, ve kterych intervalech byla
tato funkce rostouci a ve kterych klesajici.

Kromé pojmu funkce rostouci ¢i klesajici na intervalu, se miZzeme setkat i s lokdlni
charakteristikou tohoto pojmu, tj. s pojmem funkce rostouci nebo klesajici v bodé.

Definice 5.3.11. Rekneme, Ze funkce je rostouci v bodé g, jestliZe existuje néjaké
jeho okoli O(zg) takové, Ze pro viechna z z tohoto okoli, kterd jsou mensi nez xg, je
f(z) < f(zo) a pro vSechna x z tohoto okoli, kterd jsou vétsi nez x, plati f(z) >
f(zo). Pfechodem k obrdacenym nerovnostem bychom dostali definici funkce, kterd
je klesajici v bodé .

Z Definice 5.3.11 je ziejmé, Ze napt. funkce sgn definovand rovnostmi

-1, <0
sgnx = 0, z=0
1, >0

je rostouci v bodé x = 0, nebot’ je zfejmé, Ze pii volbé jakkoliv Sirokého okoli O(0)
bude vZdy pro z < 0 platit sgn x < sgn0 a pro z > 0 bude sgn x > sgn 0. Pov§imnéte
si pritom, Ze pomoci definice funkce rostouci na intervalu nelze najit Zddny interval, ve
kterém by funkce sgn = byla rostouci.

5.27. Na Obrizku 5.11 je zobrazen vyvoj ceny akcie spole¢nosti CEZ, a.s. Urlete, ve
kterych casovych okamzZicich (bodech) cena akcie rostla a ve kterych cena klesala.

1000
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650 LA
500

550 -

Obrézek 5.11: Vyvoj ceny akcii spoletnosti CEZ, a.s.
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Poznamenejme, Ze funkci, kterd je na celé mnoziné I rostouci, nebo je na celé
mnoziné I klesajici, nazyvame ryze monotonni funkce na mnoziné I. Funkci, kterd je
na celé mnoziné I bud’ jenom neklesajici, nebo jenom nerostouci nazyvame monotonni
funkcf na mnoZziné I.

Konvexni a konkavni funkce

Pod pojmem konvexni, resp. konkdvni funkce si muzete predstavit vlastnost, kterd v Sir-
§im pojeti uvadi, zda je graf funkce prohnuty smérem dold, resp. nahoru. Zkoumame-li,
zda je funkce konvexni nebo konkdvni, potom zjist'ujeme tzv. vypuklost funkce. Uve-
denf této vlastnosti funkci slouZi k jemné&jSimu popisu chovéani funkci. Péknym nézor-
nym piikladem vypuklosti je nésledujici pfiklad k zamysleni.

5.28. Predstavte si, Ze na dvou uvedenych grafech jsou pfiblizné zobrazeny dva rizné
zpusoby, kterymi se bude vyvijet vySe vaseho platu v nasledujicich dvaceti letech.
Vsimnéte si, Ze pobirané platy na pocéatku obdobi (nastupni plat je roven 10 000 K<)
se shoduji v obou piipadech a stejné tak se shoduji i platy na konci uvedeného obdobi
(konec¢ny plat je roven 25000 K¢). Je néjaky rozdil ve vyvoji obou plati? Dali byste
nékteré z variant prednost (jako zaméstnanci, nikoliv jako zaméstnavatelé)?

P P
25000 25000
20000 : 20000
15000 g 15000
10000 : 10000
5000 5000
) 10 15 20t ) 10 15 20t
(a) Konvexni tvar funkce (b) Konkavni tvar funkce

Obrazek 5.12: Rozdilny vyvoj vyse mzdy

Reseni: Mezi vyvojem obou platii samoziejmé n&jaky rozdil existuje. Jisté se shodneme
na tom, Ze v obou piipadech se vyse platu zvétSuje. Prislusné funkce popisujici vyvoj
obou platd v ¢ase budou v obou pripadech rostouci funkce. Z tohoto pohledu se tedy
obé funkce nelisi. Odli§nost obou piipadd spociva ve zptsobu, kterym jsou grafy obou
funkci vypuklé.

Rist platu na prvnim grafu je v prvnich letech pozvolny a ke konci obdobi miiZzeme
fici, Ze roste v porovnédni s druhym platem velmi rychle. Plat v druhém grafu naopak
roste velmi rychle zpocatku, ale pak se rychlost jeho ristu zpomaluje a ke konci obdobi{
se tento rust platu skoro zastavi.

Je pro zaméstnance lepsi, aby se jeho plat vyvijel pravé jednim z uvedenych zpi-
sobti, nebo na vypuklosti vyvoje platu nezalezi? Pfipomenime, Ze nastupni plat je v obou
pripadech stejny a plat po dvaceti letech je v obou pripadech také ve stejné vysi.

Mohlo by se zdat, Ze na vypuklosti nezdlezi, ale neni tomu tak. Jisté vas napadlo,
Ze druhd uvedend moznost je pro zaméstnance vyhodnéjsi. Zdivodnéni je prosté, po
del$i dobu dostava vyssi plat, neZ by tomu bylo v prvnim piipadé. Béhem dvaceti let
tak dostane celkové vice penéz.

Pojem vypuklosti ndm tak umoznil podrobné;jsi (detailnéjsi) popis situace, ktery
bychom pouze s pojmem rostouci, ¢i klesajici funkce nemohli provést.

Definici konvexni, resp. konkdvni funkce je celd fada. VSechny vSak vyuzivaji ma-
tematicky aparit, ktery v tuto chvili jesté neni popsany. Korektni definice obou pojmu
proto zavedeme aZ pozdéji. Pro rozliSeni dseku, ve kterém je funkce konvexni nebo
konkdvni, si zatim uvedeme pouze jednoduché rozliSovaci pravidlo. Pro vSechna z, ve

Priklad 5.28
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Priklad 5.29

kterych je funkce konvexni, lez{ graf funkce nad te¢nou sestrojenou k ptislusnému bodu
grafu funkce f. Pro vSechna z, ve kterych je funkce konkavni, leZ{ graf funkce pod tec-
nou sestrojenou k pfislusnému bodu grafu funkce f.

y y
25 +

20 1+

15

T T T T
/ 2 4 6 8

5 -5 4

(a) U konvexni funkce leZi tena se-

strojend k libovolnému bodu grafu pod
grafem funkce

(b) U konkdvni funkce lezi te¢na sestrojend k libo-
volnému bodu grafu nad grafem funkce

Obrazek 5.13: Rozliseni funkei vzhledem k jejich vypuklosti

Prosta funkce

ZjednodusSené feceno, pojem prosté funkce znamend, Ze se funkéni hodnoty neopakuji.
Kazd4 funk¢ni hodnota mtize nastat v rdmci celého defini¢niho oboru pouze pro jedno
z. V nésledujicich odstavcich tento pojem zpfesnime.

5.29. V Prikladu 5.7 jsme se zabyvali rychlosti t€lesa pfi jeho vrhu svisle vzhtru. Ana-
logicky jako v zmifovaném pfikladu bychom mohli nalézt vzorec, ktery by udaval
okamzZitou (aktualn{) vysku h t€lesa vzhledem k dobé ¢ trvani pohybu. Takovy vzo-
rec by byl pfedpisem funkce h(t). Z fyziky je zndmo, Ze (pfi zanedbdni vlivu prostfedi,
zejména odporu vzduchu) tento vzorec ma podobu

1
h(t) = vot — =gt?,

5 (5.9)

kde h(t) je vySka télesa v Case t, vg je poldtedni rychlost télesa a g je fyzikdln{ konstanta
nazyvana tithové zrychleni. Predpoklddejme, Ze télesu byla udélena pocatecni rychlost
vp = 20 m - s~ ! a hodnota tthového zrychlent &inf pfiblizné g = 10 m - s~2. Vypoctéte,
za jak dlouho bude vrZzené téleso ve vySce h = 15 m.

ReSeni: Ze zadani plyne, Ze mdme urcit Cas t, ve kterém se téleso nachdzi ve vysce
patnict metrti. Re§ime tedy rovnici

h(t) =15 . vy$ka md byt 15m

1
vot — Eth =15 .. dosazeni do vzorce (5.9)

1
20t — 3 10t = 15 .. dosazent konkrétnich hodnot vy a g

—5t2 + 20t — 15 = 0. .. Uprava do jednodussiho tvaru

Posledni uvedena rovnice ma dvé feSeni: t; = 1 a to = 3, coz snadno ovéfime dosa-
zenim nalezenych kofenti do rovnice. Té€leso se tedy bude nachdzet ve vysce 15 metrd
po uplynuti jedné sekundy a dédle pak po uplynuti tfi sekund. Vysledek je o¢ekavatelny,
nebot’ poprvé se tak stane pii pohybu télesa vzhiru, podruhé pfi jeho navratu k zemi.
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Praveé uvedena uloha ukazuje piipad funkce, kterd neni prostd. Zjistili jsme, Ze
jednu konkrétni funkéni hodnotu miiZe mit funkce pro dvé rizné hodnoty argumentu.
Kazd4 funkce, kterd m4 ve svém defini¢nim oboru alespon jednu dvojici Cisel z; a z2,
jejichZ funkéni hodnoty se rovnaji (plati tedy f(x1) = f(x2)), neni prostd. Prostou
funkci proto musime definovat tak, Ze rovnost f(z1) = f(z2) miZe nastat pouze tehdy,
kdyz se hodnoty z; a z2 sob€ rovnaji.

Definice 5.3.12. Rekneme, Ze funkce f(z) je prostd na mnoziné M, jestlize z rov-
nosti f(z1) = f(x2) plyne rovnost z; = x5 pro libovolné dvé hodnoty x7, x2
z mnoziny M .

zv. 0

Ctendftim je snad jiz ziejmé, co jsme mé&li na mysli p¥i tvrzeni, Ze v prosté funkci
se neopakuji funkéni hodnoty. Pro kazdou funk¢ni hodnotu totiZ plati, Ze pokud jiz
nastala pro né€jaké x, nemtize se opakovat pro jinou hodnotu argumentu. Prosta je tedy
takova funkce, ve které libovolnym dvéma riznym hodnotdm argumentu ptislusi dvé
rtizné funkeni hodnoty.

5.30. Na Obréazku 5.14 jsou uvedeny grafy tfi funkci. Rozmyslete si, pro¢ jsou, resp.
proc nejsou, uvedené funkce na zobrazeném tseku prosté.

y y/ Y

x T T

(a) Funkce neni prosta. (b) Funkce je prostd. (c) Funkce je prosta.

Obrazek 5.14: Rozpoznani prosté funkce podle jejiho grafu

K urcovani, zda je funkce prostd, ndm Casto pomuiZe ndsledujici véta.
Véta 5.3.13. Funkce f, monoténni na mnoZiné M, je na této mnoZiné prostd.

Platnost véty je zaloZena na faktu, Ze pro rostouci funkci plati, Ze s rostouci hod-
notou z se zvySuje i prislu$nd funkéni hodnota f(x). Proto nemtZe dojit k opakovani
funkéni hodnoty pro dvé rtizné hodnoty x. Analogicky lze toto tvrzeni pouZit i pro
klesajici funkci.

Globalni extrémy funkce

Vrat'me se znovu k zaddni Piikladu 5.29, ve kterém jsme se zabyvali okamZitou (ak-
tudlni) vyskou télesa vrZzeného svisle vzhiiru pocatecni rychlosti vg = 20m - s~ *. Pfi
feSen{ pfikladu jsme zjistili, Ze v Casech ¢t; = 1 sekunda a ¢t = 3 sekundy bylo té-
leso ve vySce 15 metrti nad zemi. Predstavite-li si tento déj, uvédomite si, Ze v Case
t = 2 sekundy se t€leso nachazelo nejvyse a tuto vysku télesa ur¢ime dosazenim do jiz
zminéného predpisu funkce.

1
h(t) = vot — 5 gt? ... vzorec pro vypoclet vysky v dase t
1
h(Q):20~2—§~10~22 ... v¥pocet vysky v Ease t = 2
=40—-20
=20

T¢leso vystoupd az do vysky dvaceti metrii, pak se vyska télesa zaCne snizovat. V Case
t = 2 je tedy hodnota funkce h(t) nejvetsi. Rekneme, Ze funkce h(t) nabyvd v bodé

Priklad 5.30
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Priklad 5.31

Priklad 5.32

t = 2 svého globédlnitho maxima. Tim myslime, Ze ve vSech ostatnich ¢asovych okamzi-
cich je prislusnd vyska télesa mensi, resp. neexistuje Casovy okamzik, ve které by téleso
bylo ve vySce vétsi neZ dvacet metrd.

Definice 5.3.14. Rekneme, 7e funkce f ma na mnozing M C D(f) globdlni ma-
ximum v bodé v € M, jestlize pro vSechna € M plati nerovnost f(z) < f(u).
Funkce f nabyvd na mnoziné M C D(f) své globdlni minimum v bodé v € M,
jestlize pro vSechna x € M plati nerovnost f(v) < f(z).

Jinymi slovy, funkce f nabyva globdlni maximum na mnoZin€¢ M v bodé u € M,
jestlize v mnoziné M neexistuje = s vétsi funk¢ni hodnotou. Analogicky, funkce f
nabyva v bodé¢ v € M své globdlni minimum na mnoZiné M, jestlize v mnoZziné¢ M
neexistuje « s mensi funkéni hodnotou.

5.31. Zjistéte, zda md funkce f(x) = 22 globdlni maximum, resp. globdlni minimum
na mnoziné M = (1,6).

Reseni: Snadno nahlédneme, 7e funkce f je v uvedeném intervalu rostouci funkci, ne-
bot’ pro kladné x se s rostouci hodnotou = zvétSuje i hodnota druhé mocniny x. Nejveétsi
funk¢ni hodnotu dosdhne funkce f pro nejvyssi hodnotu mnoZziny M - touto hodnotou
je = 6. Naopak nejmensi hodnotu funkce dosdhne pro nejmensi hodnotu intervalu M,
touto hodnotou je z = 1.Je f(1) = 12 = 1 a f(6) = 6% = 36. Pro viechna x € (1,6)
plati 1 < 22 < 36. Funkce f md na mnoZin& M globalni maximum o hodnoté 36
v bodé = 6 a globalni minimum o hodnoté 1 v bod¢ x = 1.

5.32. Zjistéte, zda md funkce f(x) = 22 globdlni maximum, resp. globdlni minimum
na mnoziné M = (-3, 8).

Reseni: V tomto pifpadé je nutné se zamyslet hloub&ji neZ v predchozim piikladu.
Snadno ovétime, Ze funk¢éni hodnota v bodé x = 7 je vétsi, nez funkéni hodnoty pro
jakékoliv x € (—3,0). Pokud md tedy funkce f globdlni maximum, nenastane toto
maximum pro z € (—3,0). Pokud md funkce f globalni maximum, bude toto leZet
v intervalu (0, 8). Na tomto intervalu je funkce f(z) = z? rostouci, proto nejvyssi
funk&ni hodnotu bude nabyvat v nejvétsim prvku z intervalu (0, 8). Ktery prvek to ale
je? Interval je otevieny, proto ¢islo x = 8 neni prvkem uvazované mnoZiny. Hleddme
nejvetsi kladné Cislo, které je mensi neZ ¢islo osm. Predpoklddejme, Ze takové Cislo
existuje a oznaCme jej symbolem m. Nyni vypolteme aritmeticky primér Cisla m a
Cisla osm. Vzhledem k tomu, Ze je m < 8, bude mit primér obou ¢isel hodnotu mensi
neZ osm, a proto bude patfit do intervalu (0, 8). Bude ov§em vétsi neZ Cislo m, coZ je ve
sporu s tim, Ze ¢islo m mélo byt nejvetsi ¢islo s pozadovanou vlastnosti. Ke kazdému
&islu m z mnoZiny (0, 8) Ize tedy najit &islo, které patif do této mnoZiny a ma pfitom
vet§i hodnotu nez &islo m. MnoZina (0, 8) proto nemd prvek s nejvétsi hodnotou a ani
funkce f(z) = 2% nemd na mnoZiné (—3, 8) své globdlni maximum.

Globéln{ minimum ovSem funkce mé a snadno ur¢ime, ve kterém bodé¢ jej funkce
nabyva. Vime, Ze pro viechna x € R je vyraz 22 nezdporny, pficem# hodnotu nula
nabyva pouze v bod€ z = 0. Proto ma funkce globalni minimum o hodnoté nula v bodé
z=0.

5.3.5 Skladani funkci

Slozend funkce y = f(g(x)) vznikne pomoci operace, kterou nazyvame sklddani funkei.
Skladanim funkci f a g rozumime situaci, kdy vypoéteme funkéni hodnotu funkce g
v bodé z (tedy hodnotu g(z)) a toto &islo pouZijeme jako vstupni hodnotu (argument)
pro vypocet funkéni hodnoty funkce f. Takto vypocltend hodnota bude funkéni hod-
notou sloZzené funkce f(g(x)) v bodé z. Cely postup lze opét symbolicky zndzornit
pomoct ,,cernych skfinék*, viz Obrazek 5.15.

Nasledujici tfi priklady ukdZi, jak pracovat se sloZenou funkci. Budeme ptitom

pouzivat pojmy vnitini a vnéjsi funkce. Vnitini funkce je ta z obou funkci, do které
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